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Capitulo 1

Introduccion

Esta tesis estudia la semidiscretizacion temporal de las ecuaciones de FitzHugh-
Nagumo en electrofisiologia cardiaca:

A (Cond™ (2, 1) + h(¢™ (2, 1)) + Or(x, 1)) = div(D; V¢ (z, 1)) + I3 (x, 1),
Am(Cm¢m(x, t)+ h(Q" (z,t)) + Or(x,t)) = —div(D.Vo(x,t)) — IZ(x, 1),
CTf“(I,t) = ﬁﬁbm(%t) - 77‘(1‘715),

con condiciones de borde,

—D;V(¢™(x,t) + ¢°(z,t)) -n=0, ze€dB,
¢°(z,t) = ¢¢(w,t), x € 0Bs,
—D. V¢ (x,t) - n=¢q°, xe€dB,

y condiciones iniciales dadas por,

" (2, t)]i—0 = @p' (z),
(2, t)|i=0 = d5(),

(2, t)]i=0 = ro(z)

En estas ecuaciones ¢'(z,t), ¢¢(z,t) y ¢ (x,t) representan una versién homogenei-
zada del voltaje intracelular, extracelular y transmembranal en los cardiomiocitos
presentes alrededor de z en el instante ¢ € [0,7], donde = es un punto material
del corazén, representado por la regién B C R3. La variable r es una variable
interna que representa el estado de apertura y cierre de ciertos canales iénicos.
El resto de las variables y funciones involucradas son definidas en los Capitulos
4 y 5. Una descripciéon maés detallada del modelo (el cual puede verse como una
version simplificada del modelo de Hodgkin-Huxley, ganador del premio Nobel de
Medicina y Fisiologia en 1963) y del proceso de homogeneizacién asociado, pueden
encontrarse, p.ej. en [9, 5] [15].
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En [12], los autores estudian la semidiscretizacién temporal

¢n+1 ¢n

- —div(DV 1) = f¢(¢n+17 Tnt1),

Tn41 — T
CT% = fr(¢n+1vrn+1)>

de las ecuaciones electrofisiolégicas para el modelo de monodominio, el cual se
obtiene al suponer que D; es multiplo de D, o bien que D, es altamente conductor;
¢ = ¢™, mostrando que la actualizacién incremental de (¢, 7,) a (dni1, Tni1)
corresponde al siguiente problema de optimizacion

BR a7

Demuestran que tiene solucion tnica, siempre y cuando

1 5¢ 12 5r
- s 11
7 > max { C,  C,Cp Crin } (1)

Maés atn, demuestran que el problema se reduce a la minimizacién de un funcional
efectivo

o) = [ mix g (o). Volar)do+ [ q(o)- ofa) ds,
B reRM B,

que sé6lo depende, en forma convexa, del voltaje ¢ (reduciendo asi el numero de
incégnitas en las ecuaciones). Este resultado es importante porque en electro-
fisiologia cardiaca, y en ambitos relacionados como la mecanica computacional,
es comun ver que métodos numéricos bien intencionados terminan en ciclos de
cémputo infinitos, sin encontrar nunca una solucién a las ecuaciones. En cambio,
la discretizacion espacial en elementos finitos de un funcional convexo, como lo
es F},, reduce la simulaciéon numérica del impulso eléctrico a la resolucién de una
serie de sistemas finitos de ecuaciones algebraicas para el cual se puede garantizar
la convergencia del método de Newton-Raphson en muy pocos pasos (ver, p.ej,
[3]; en las simulaciones de estos autores se alcanzaban resultados con precisién
numérica en menos de cinco pasos). Cabe destacar el cardcter explicito de la cota
para el paso de tiempo obtenida por estos autores: si el resultado hubiera
sido sélo del tipo “existe 1y tal que F;, es convexo para 7 < 73", la determinacién
de dicho paso en la implementacion del codigo numérico habria seguido haciéndo-
se a prueba y error, con riesgo de que el método no converja por elegir un 7
demasiado grande. Senalamos finalmente que dicha cota en 7 se logra gracias a
una compresion profunda de la estructura variacional subyacente a las ecuaciones
diferenciales consideradas.



En esta tesis: 1. Se explican los prerequisitos matematicos (del andlisis fun-
cional convexo y del célculo de variaciones) utilizados en el mencionado articulo,
haciendo posible la lectura para alguien que no este familiarizado con las dificiles
técnica involucradas. 2. Se extiende el andlisis de [12], en el cual se considera la
simplificacion de monodominio donde se asume que los tensores de conductividad
intracelular D; y extracelular D, son tales que D; = kD, para algun k € (0,00) o
bien D, — o0, al problema general de bidominio en donde los tensores de conduc-
tividad antes mencionados son independientes. 3. Se demuestra la convergencia de
las soluciones al problema semidiscreto en el tiempo a una solucién débil
del problema original — en tiempo continuo a medida que el paso de
tiempo 7 — 0, entregando la siguiente estimacion de la tasa de convergencia

mix (Am /B (Clp — M) (B™ () — 6™ (1))2 + Co(r(t) — 14(1))? dx) +

te(0,T

/0 / DV () — 611)) - V(1) — $i(t))+ DLV ($t)— 65(1)) -V ($(8) — (1)) d
T / /B Ay (r(t) = 1-(1)) - (r(t) = (1)) dirdt < Cre,

donde ¢g representa el integrando del lado izquierdo evaluado en t = 0. Este
andlisis de convergencia estd basado en [I5]. La versién que aqui se presenta es
un poco mas general por cuanto considera la presencia de estimulos internos y
externos y no se restringe al caso de un medio aislado sino que considera una
condicién de flujo eléctrico de tipo Neumann no homogéneo en una parte de la
frontera del dominio.

Esperamos que esta tesis sea de utilidad para alumnos e investigadores, ma-
tematicos e ingenieros matematicos, que estén introduciéndose en este fascinante
tema.
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Capitulo 2

Preliminares

Antes de comenzar nuestro estudio recordamos algunas definiciones y resulta-
dos del andlisis funcional. Sin embargo no es el propésito de este trabajo analizar
en detalle sus demostraciones, para seguir éstas en detalle ver p.ej. [4].

Definicién 2.1 (Espacio LP). Sea 2 C RY. Sea 1 < p < oo; definimos el espacio

£p(Q):{¢:Q—>R:¢mediblesy /|¢|p dV<oo}.
Q

No explicaremos en qué consiste que una funcién sea medible, pero es un
requisito para que la integral esté bien definida (ver, p.ej. [4, TV]).

Definicién 2.2 (Espacio de Sobolev). Definimos el espacio de Sobolev

H(Q) = {gb € L*(Q):Vae{l,...,N}3 % € L2(Q) tal que
Iy 9¢
= — °() . (2.1
[ogtav == [ Feoav woecr@}. e
donde x denota la derivada de (+)(zq,...,2zy) con respecto a .

La anterior definicién de derivada esté relacionada con la definicién clasica; es
una generalizacion del mismo concepto que resulta mas apropiada para el analisis
de ecuaciones diferenciales [4, VIII]. El lector no interesado en el anélisis funcional
puede simplemente pensar en H!'(Q) como el conjunto de las funciones cuyas
derivadas son de cuadrado integrables.

De estos espacios nos interesa en particular la siguiente propiedad:

Proposicién 2.3. Sea 1 < p < 0o. Toda sucesion acotada {¢,} en LP(Q) tiene
una subsucesion { ¢y, } que converge débilmente a algin ¢ € LP(Y) cuando k — oo.
Andlogamente, si {$,} es acotada en H*(Q) entonces tiene una subsucesion {¢,, }
que converge débilmente a algin ¢ € HY(Q) cuando k — co.

b}
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Para que el enunciado anterior sea comprensible debemos explicar qué significa
que una sucesion sea acotada y que converja débilmente. Definimos

|wmmnz(4¢mw)a b e £(Q) (2.2

ol = ([ o?av+ [ 1o av)’, oc 23)
Diremos que ¢, es acotada en W, donde W es LP(Q2) o H'(Q), si:

sup [| |l < oo.
n

Diremos que ¢, — ¢ (¢, converge débilmente a ¢) en LP(Q) si:

/(bn(pdV — / dodV Vg€ LIQ), ¢ = —L— (2.4)
Q e Jao p—1
y que ¢, — ¢ en H(Q) si:
/ Vo, VeodV — Vo -VodV Yoe HY(Q). (2.5)
Q n—oo Jq

En este articulo sélo estudiaremos funciones en £P(£2) y en H'(£2). Sin embargo
para el analisis de modelos més complejos que el de FitzHugh-Nagumo podria ser
necesario considerar otros espacios funcionales. Por esta razén desarrollaremos
nuestra teoria en forma abstracta, hablando de espacios de funciones generales a
los que denotaremos por V y W, y sélo al final aplicaremos nuestros resultados al
modelo particular que tenemos en mente.

Definicién 2.4 (Espacio de Banach). Diremos que un espacio vectorial W es
un espacio de Banach si a cada ¢ € W podemos asociar un ntmero ||¢|f,,, > 0,
conocido como la norma de ¢, tal que

() (¢l = 0 si y slo si 6 = 0.
(i) [Aelly = Aoy YA € R, Vo e W.
(iii) [l¢1 + dally < loally + lI02lly  Vor, 2 € W.
(iv) Si una sucesion {¢n }neny C W es tal que
Ve >03IN eN: nm >N = |d, — Ol <€

entonces existe algin ¢ € W tal que

T [én = ¢l = 0.



Definicién 2.5 (Dualidad). Sea VW un espacio de Banach. Decimos que una
funcién A : W — R es un funcional lineal continuo si:

(1) A(p1 + ¢2) = A(P1) + A(g2) Vor, o € W.
(ii)) A(Ap) = A (¢p) VA €R, Vo € W.

(iii) Si {¢n}nen es una sucesion de funciones en W tal que

|pn, — ¢|| —— 0 entonces A(¢,) —— Ag.
n—oo n—oo

Definimos W*, el espacio dual de VW, como el espacio de todos los funcionales
lineales continuos A : YW — R. La norma en W* esta definida por:

[Ally- = sup [A(¢)].
I6llyy <1
oeWw

Dado A € W* y ¢ € W a menudo escribimos (A, ¢) en vez de A(¢). Si W =

LP()), entonces W* = L1(Q), ¢ = P 5 si W = H(Q), entonces W* = H!(Q2)
D—

(ver [4, TV.3 y VIIL.2] resp.).

Definicién 2.6 (Convergencia débil). Sea {¢,} una sucesién en un espacio de
Banach W. Decimos que {¢,} converge débilmente a ¢ (¢, — ¢) si

(A, ) —— (A, p) VA e W™

n—o0

En el caso de £P(Q) y H'(Q2) esta definicién resulta ser la dada anteriormente

on @) v @)

Definicién 2.7 (Compacidad secuencial débil). Sea VW un espacio de Banach.
Decimos que A C W es secuencialmente compacto en la topologia débil (a ve-
ces decimos “secuencialmente débilmente compacto”) si dada cualquier sucesién
{¢n} C A existe ¢ € Ay una subsucesién {¢,, } que converge débilmente a ¢.

Definicién 2.8 (Reflezividad). Sea VW un espacio de Banach. Decimos que una
funcion T : W* — R es un funcional de W** si existe C' > 0 tal que

T(A) < C|Allyy. VA € W,

Decimos que W es reflexivo si a cada T € W** se le puede asociar un ¢ € W tal
que

T(A) = (A,T) VA€W
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Una discusion mas profunda sobre el concepto de reflexividad se puede encon-
trar en [4, TIL5]. Los espacios £P(9), 1 < p < oo y H*(Q2) son reflexivos.

Definicién 2.9. Sea W un espacio Banach. A C W se dice acotado sisup [|¢]|,, <
peA

Q.

Proposiciéon 2.10. Todo subconjunto acotado A de un espacio de de Banach
reflexivo W es débilmente secuencialmente compacto.

En el caso W = £P(Q), H'(Q) ésta es la Proposicion

Por simplicidad en ocasiones diremos que un conjunto A C W es compacto
en la topologia débil de W (o que es débilmente compacto) para expresar que
es secuencialmente débilmente compacto. En estricto rigor cometemos un abuso
de lenguaje puesto que las dos nociones no son necesariamente equivalentes (ver
p. €j. []). Sin embargo no es una falta grave puesto que trabajaremos siempre
con espacios reflexivos W, en los cuales todo conjunto débilmente compacto es
secuencialmente débilmente compacto (ver [4, Th.I11.27]).

Definicién 2.11. Sea W un espacio de Banach. Decimos que un funcional G :
W — R es semicontinuo inferiormente en W(s.c.i)(resp. superiormente (s.c.s)) si
dada una sucesién {¢,} que converge a ¢,

G(¢) < liminf G(¢,) (resp. G(¢) > limsup G(¢y,)). (2.6)

Decimos que es semicontinuo inferiormente (resp. superiormente) con respecto a
la topologia débil de VW (es débilmente s.c.i (resp. es débilmente s.c.s)) si (2.6)) se
cumple para toda sucesién {¢,} y todo ¢ € W tales que ¢,, — ¢.

Proposicién 2.12. Sea W un espacio de Banach. Todo funcional convexo y se-
macontinuo inferiormente G : VW — R es también semicontinuo inferiormente
con respecto a la topologia débil de W. Andlogamente st G : W — R es concavo y
semicontinuo superiormente es también semicontinuo superiormente con respecto
a la topologia débil de V.

La Proposicién es consecuencia del teorema de Mazur, su demostracién
se puede ver en [7, Cap. I, Corolario 2.2].

Definicién 2.13 (Conjunto convexo). Un conjunto A C W se dice convexo si para
todo par de elementos ¢1, ¢ € Wy todo A € (0,1) se tiene que g1 + (1 — Ao
esta contenido en W.

Definicién 2.14 (Funcional convexo). Sea A C W convexo y G : A — R.
Decimos que G es convezo si para todo ¢1, ¢ € Ay todo A € (0,1) se tiene que:

G(Ag1 + (1 = A)ga) < AG(¢1) + (1 — N)G(2).



Teorema 2.15 ([7],Prop.11.1.2). Sea W un espacio de Banach reflexivo. Sea
G : W — R convezo s.c.i. Supongamos que A es acotado o que
lim G[¢] = oo.

peA
4]l =00

Entonces G alcanza su minimo en A, es decir, Jwy € A tal que G(wg) < G(w) Yw €
A. Si ademds G es estrictamente convexo el minimo se alcanza en un unico punto.

Si G : W — R es concavo s.c.s entonces —G es convexo s.c.i, luego el teorema

anterior nos dice que si A es acotado o lim gec4 G[p] = —oo entonces G alcanza
4]l =00

su maximo en A y si G es estrictamente céncavo el maximo se alcanza en un inico
punto.

Proposicién 2.16. Sea fy : W — RU {400} una familia de funciones convezras
s.c.i. Entonces se tiene que la funcion definida por

flz) = Sup falz)

también es convexa 1y S.c.1i.

Andlogamente, si f\ es un familia de funciones concavas s.c.s, entonces se
tiene que la funcion definida por

f(z) = inf fi(x)

AEA

también es concava y S.c.s.

El resultado anterior puede ser presentado de forma mas general, de hecho,
toda funcién convexa, s.c.i y propia puede ser expresada como el supremo de
funciones lineales afines. Esto ultimo es una consecuencia directa del teorema de
separacién de Hahn-Banach.

Definicién 2.17. Sean V y W espacios vectoriales y sea G : § x V — R, donde
) #£S C W es convexo.

(i) Un par (¢g,709) € S X V es un punto silla de G si
G[(bo,T’] S G[¢0,7”0] S G[(b,ro] V(¢, T) € S x V. (27)

(ii) El funcional G es convero-cdncavo si:

G[(l—)\)¢1+)\¢2,r] < (1—/\)G[¢1,T]+)\G[¢2,T] Vor,00 €S, reV, e [0, 1] y
(2.8)

G[¢, (1—)\)T1+)\T2] > (1—)\>G[¢, 7’1]+>\G{¢,7’2] V¢ € S, r1,T2 € V, AE [O, 1]
(2.9)

Si la desigualdades anteriores son estrictas para A € (0,1) entonces G es

estrictamente convexo-céncavo.
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(iii) El funcional G es Gateauz diferenciable en (¢g,79) si W y V son espacios
normados y las derivadas parciales

(DyGlo, 0], — o) := lim Gloa, ro] — Glo, 0]

A—0t A

<DTG[<Z5077“0],7“—7’0>:: lim G[%,m]—(}[%’ro]

A—01 A

; o=+ (1= Aoy
(2.10)

, A= Ar+(1—=XNrg (2.11)

existen para todo (¢,7) € S x V y pueden ser extendidas como funcionales
lineales en W* y V*.

Definicién 2.18 (Norma matricial). Sise tienen norma vectoriales en los espacios
K™ y K" se puede definir la norma inducida correspondiente en el espacio de las
matrices m por n:

|Al| :==sup {||Az|| : x € K" con ||z| =1}.

El operador norma correspondiente a la norma p para vectores es:

[ Az|
| A]l, == max L
70 ||Zl§'||p

Definicién 2.19 (Espacios de Bochner,[8], seccion.5.9.2). Sea (W, ||-||,,,) un es-
pacio de Banach real. El espacio £P(0,7; V) consiste de todas las funciones me-
dibles f : [0,7] — W tal que

B =

T
Loz = (/ TN dt) <

paral <p <oo,y
1f 1z oy 7= sup [[f(£)]lyy, < o0
0<t<T

El espacio de Sobolev H!(0, T; W) consiste de todas las funciones f € £2(0,T; W)
tal que f’ existe en el sentido débil y pertenece a £2(0,T;W). Ademés,

g 2 2 2
T - (/ FOIR, + 17O dt) < co.

El siguiente resultado se demuestra facilmente por induccion.
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Lema 2.20 (Lema de Gronwall discreto). Sea {y,}>2, una sucesion de numeros
reales, y, > 0 tal que

Ynt1 < 1+ Ay, +B n=0,1,...
con A >0, B> 0, entonces
Yn S (1 + A)”yo +

En particular,
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Capitulo 3

Teoria minimax

En este capitulo se enuncian varios resultados del analisis convexo y la teoria
minimax (ver [7, Cap.VI, Props. 1.5, 1.6 y 2.2]), que serén utilizados en el teorema
principal de los capitulos 4 y 5.

Proposicion 3.1. Sean W y V espacios de Banach reflexivos. Supongamos que
) # 8 C W es cerrado y convexo y que G : S x V — R es un funcional
convero-concavo. Ademds supongamos que

(a) Para todo ¢ € S, — G(¢, ) es semicontinua superiormente (s.c.s) y

(b) | lnlg} Gl¢,r] = —oo0.

(¢) Para todor € V, ¢ — G(¢,r) es semicontinua inferiormente (s.c.i) y

(d) ”;}g Glo,r] = oo.

Entonces, G tiene al menos un punto silla (¢g,70) y todo punto silla es tal que

Glo, ro] = min max G[¢, r] = méxmin Glg, r}.

Si, por otro lado, G es Gateauz diferenciable, entonces (¢g,10) €s un punto silla
de G si y solo si satisface la forma débil de las ecuaciones de Fuler-Lagrange

(DyG. ¢ — o) >0, (D,G,r—ro) <0 VpeS,reV.

Si, ademas, G es estrictamente convexo-concavo, entonces el punto silla es unico.

Demostracion. Para demostrar la primera parte de esta proposicién probaremos
unas afirmaciones previas:

13
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Afirmacion 1. Si existen ¢g € S, 70 € V y a € R tal que

Glpo,r) <a VYreVy
Glp,r0] > a Vo € S, (3.2)

—
©w
—_

entonces (o, o) es punto silla de G.

Demostracion. Aplicando (3.1)) a7 =r¢y (3.2) a ¢ = ¢¢ vemos que oo = G|epg, 7]

y
G[¢07T] S G[(vaTO] S G[¢7TU] va € S,\V/T € Vu

es decir (¢, 79) es punto silla de G. O

Afirmacién 2. Supongamos que W y V son espacios de Banach reflexivos, () #
ACW y0 #B CV son cerrados, acotados y converos y G : Ax B — R es
un funcional convero-concavo. Supongamos ademds que (a) se cumple para todo
¢ € Ay (c)se cumple para todo r € B. Entonces G posee al menos un punto silla

(¢o,70) en A X B.

Demostracion. Primero consideremos el caso en que
Vr € B, ¢+ G[¢,r] es estrictamente convexo. (3.3)

Como W y V son espacios reflexivos, A y B son compactos en la topologia débil
de W y V respectivamente. Ademas la propiedad de semicontinuidad superior e
inferior de GG son también verdaderas para la topologia débil de W y V respectiva-
mente. Bajo estas condiciones, Vr € B, la funcién ¢ — G|¢, r] por ser débilmente
s.c.i es acotada por abajo en A y alcanza su minimo en un tinico punto por .
Sea ¢(r) este minimo y e(r) € A el punto donde el minimo se alcanza, es decir,

= { G == G .
9(r) = min G[¢, 7] = Gle(r), 7]
En vista de (2.16) la funcién r — g(r) es céncava y débilmente s.c.s por ser el

infimo de una familia de funciones concavas; por lo tanto esta acotada por arriba
y alcanza su cota superior en un punto 7¢:

9(ro) = max g(r) = maxmin G|o, ] (3.4)
g(ro) < Glp, 0], Vo € A (3.5)

Ahora, parap € A, r€ By A € (0,1), como G|, -] es céncavo,

G[¢7 (1 - )‘)TO + )\T] > (1 - A)G[qba TO] + AG[¢> T]
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En particular, tomando ¢ = ey := e((1 — \)rg + Ar), se tiene

g(ro) > g((1 — N)ro + Ar) = Glea, (1 — X)rog + Ar]
Z (1 — A)G[@)”To] -+ )\G[e,\, 7”]

por ser A convexo y por (3.5))
> (1= Ng(ro) + AGlex, 7]

entonces,

g(ro) > Glex,r], Vr e B. (3.6)

Como A es secuencialmente compacto en la topologia débil, podemos extraer de
{ex}xre,1) una sucesién, {ey, fnen, con A, — 0 que converge débilmente a algiin
limite ¢o. Luego tenemos que ¢y = e(rp): en efecto, por definicién de ey

Glex, (1 = Nrg + Ar] < G[o, (1 — N)rg + Ar] Vo € A;
como G|, -] es céncavo
(1 — N)Glex,ro] + AGlea, 7] < Go, (1 — XN)rg + Ar] Vo € A.

Ademéds Gley,r] es acotado por abajo por g(r); tomado el limite A, — 0 en la
ultima desigualdad se tiene,

G[¢0, To] S l{m inf G[@)\n,ro]

n—0

< liminf G[o, (1= A)ro + Au]

S lim Squ[¢’ (1 - /\n)TO + /\n’f’],

An—0

por lo tanto ¢y = e(rg). En particular vemos (por (3.3)) que el limite ¢g = e(ro)
es independiente de r y de la sucesién escogida {\, },en. Con esto podemos pasar
el limite en (3.6)). Usando nuevamente la concavidad y s.c.s de G[¢, -], tenemos,

g(ro) > Glgo,r], Vr e B. (3.7)
Luego de (3.5),(3.7) v Afirmacion (1| (¢o,70) es punto silla de G.

Ahora si G no satisface la hipétesis (3.3)), introducimos los Lagrangianos per-
turbados G.,
G€[¢,T] :G[¢,T] +€H¢HW7 € > 07

definidos en A x B, los cuales satisfacen las mismas hipdtesis de G y también ((3.3))
(pues como W es espacio de Banach reflexivo, podemos asumir que la norma en W



16 Capitulo 3. Teoria minimazx

es estrictamente convexa (ver [2])). Aplicando el mismo razonamiento que antes,

obtenemos para G, la existencia de un punto silla (¢2,7?) en A x B:

Gled,r] +e |62, < Glod,rdl +el|6l]],, < Glord) +ellglly, Vo € A vreB.

(3.8)

ly

Por compacidad débil de A y B, existe una sucesién €, —> 0 tal que

P2 — g en W

0
r. —rgenV

Tomado el limite en (3.8)) y usando que G[¢, ] es s.c.s y G-, 7] es s.c.i, se tiene

G[po,7] < liminf G[¢° ,7° ] < G[p,r9] Vo € S,Vr € B,

end '€
n—»00 n n

lo cual prueba que (¢, ¢) es punto silla de G. O

Ahora podemos probar la primera parte de la proposicion. Sea p > 0 fijo, y
sean

Sy ={¢ € Sll¢ll < ut,
V= A{r eVl < p},

Los conjuntos S, y V, son cerrados, conexos y acotados. Por Afirmacion @, G
posee un punto silla (¢, 7)) en S, x V,, es decir,

w

G| 2,7”] <G| 2,7’2] < G| ,7’2] Vo € S,,Vr €V, (3.9)
El funcional ¢ — GJ¢,r] es convexo, s.c.i y por hipétesis (1¢>1n§ Glp,r] = 0.

€
llgll =00
Luego, es acotado por abajo, i.e.:
—o0 < a < Gp,r] VpeES,
en particular,
—o<a<({] g,r] V. (3.10)

Andlogamente, r — G[¢,r] es céncavo, s.c.s. y coercivo, por tanto es acotado
por arriba, i.e.:

Glp,r] <b< oo Vrev,

en particular,
Gl r)] <b<oo VY. (3.11)
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De (.9), B.10) y @.11)
Glop, 1] <b< oo Vu y (3.12)
Glo, )] >a > —co V. (3.13)

Como }zamé Glo,r] =00y (3.12) (resp. h’n]} Glo,r] = —oco y (3.13) la sucesién
S re
||¢>||%<>0 Irll—oc
¢, (resp. ) es acotada independientemente de p. Ademas los nimeros G[¢),
son acotados entonces existe una sucesion p; — 0 tal que

7l

G| 2], “]—My

P, = ¢oen Sy

0 —\
T, — Toen V.

Por (3.9)
Glpo,r] < a < Glp, 9] Vo € S,Vr eV,

luego (¢, 79) es punto silla de G en S x V.

Notamos ademas que:

Afirmacién 3. G : S x V — R tiene un punto silla (¢, 70) en S X V si y sdlo
St

méx inf G[o, ]—glelgglelgG[qﬁ r]. (3.14)

Adicionalmente, si (¢o,70) € S XV es un punto silla, entonces el valor comin de

3.14) es Gloo, o). (Al escribir m%x en vez de sup estamos haciendo énfasis en
reVy

que el supremo se alcanza; andlogamente con mlg en vez de inf )
(oS peS

Demostracion. En efecto, primero supongamos que existe (¢g,79) punto silla de
G, luego por definicién (2.7)) se tiene que

sup G, 7] = G, o] = Inf Glg, o], (3.15)
rey peS
pero
inf sup Gl¢, r] < sup G|po, ], (3.16)
PES rey rey
inf G[¢, 0] < sup mf Glo,rol. (3.17)
PES rey ¢€8
Por lo tanto,
inf sup G[¢, r] < sup inf G|, ro]. (3.18)

PES rcy rey ¢€s
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Por otro lado, siempre tenemos que

inf G[o,r] < Glp,r] Yo € S,Vr eV,

$eS
luego
sup inf G[¢,r] < sup Glp,r] Vo € S
rey ¢€S reV
y
sup inf G|, r] < inf sup G|y, r]. 3.19
sup fnf G, 7] < fnf sup Gl, 7] (3.19)

De ([3.19)) tenemos que (3.18]) se convierte en igualdad. Lo que implica que (3.15)),
(3.16) v (3.17)) son también igualdades, de donde

Gloo, o] = Sup Gloo,r] = mi sup Glo,r] = Jfég Glo,ro] = max éféfs Glo, 7o)

Por el contrario, supongamos que (3.14)) se cumple, por lo tanto el minimo se
alcanza en ¢g y el maximo se alcanza en ry. Claramente,

é:légG[¢’ ro] < G[p,ro] < sup Ggo, ] (3.20)

rey

luego de (3.14)), la desigualdad en ((3.20) se transforma en igualdad, lo cual muestra
que (o, 7o) es punto silla de G. ]

En conclusién, por lo demostrado anteriormente y la afirmacion [3, G tiene al
menos un punto silla y todo punto silla (¢g,79) es tal que

Gléo, ro] = min méx Gl¢, r] = méxmin Glo, ).

Si, por otro lado, G' es Gateaux diferenciable, entonces (¢g, ) es un punto
silla de G si y sélo si satisface la forma débil de las ecuaciones de Fuler-Lagrange:

<D¢G, QZS - ¢Q> > 0, <DTG, r— 7“0) <0 \V/¢ S S, reV. (321)

En efecto, si (¢g,r0) es punto silla de G, como S es convexo (1 — N)gpg + A\p €
S, Vo8, Ae (0,1), luego por definicién de punto silla

Gldo,m0) < G[(1 = N)po + Ap, 0] Vo € S,

entonces

G(1 = N)do + Ap, 1o] — G[o, 0] >0 Vo € S,

es decir
Gloo + AP — ¢o), 0] — Glebo, T0]
A

> 0.
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Tomando lim, se tiene que
A—0

<D¢G7¢ - ¢0> > 0.

De forma andloga, como V es convexo (1 — p)ro+pur € V, Vr € V, p € (0,1),
luego por definiciéon de punto silla

Gloo, (1 — p)ro + pr] < Glgg,ro] Vr €V,

entonces

Glbo, (1 — p)ro + pr] — Gleo, 0] <0 Vr eV,

es decir
Glgo, (1 — p)ro + pr] — Glo, o]

L

<0.

Tomando lim, se tiene que
n—0

(DG, —1rp) <0

Por el contrario, si (¢g, ) satisface (3.21]), por definicién

0 < (DyG, 6 — 60) = lim Gléo + Ao — ¢§)’ ro] — Gldo, 7o)

— lim G[Ap + (1 — Ao, 0] — Glebo, 70

A=0 A

y como Vr € §, ¢ —— G[¢p,r] es funcional convexo

MG, 0] + (1 — N)G[o, r0] — Gleo, 7o)

< lim
A—=0 A
= lim (G|, ro] — G0, r0])
A—0

= G[d% 7"0] - G[¢0,To]-

Entonces,

G[Qbo, T()] < G[gb, T’o] Vo e S. (322)

Anélogamente, se tiene que
Vr € V, G[¢0,T] - G[¢0,T0] S <D7«G,7’ - 7"0> S 0.

Entonces,
G[¢0,T] < G[QSO,T()] Vre. (323)
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Por lo tanto de (3.22) y (3.23)) (¢0,70) es punto silla de G, con lo que se tiene la

segunda parte de la proposicion.

Por 1ultimo, queremos probar que si ademas G es estrictamente convexo-cénca-
vo, entonces el punto silla es inico. Para esto tenemos las siguientes afirmaciones
previas:

Afirmacion 4. El conjunto de puntos sillas de G es de la forma Sy x Vy donde
S CS Y Vo C V.

Demostracion. Debemos probar que si por ejemplo (¢, 70) v (¢1,71) son dos pun-
tos sillas de G en § x V, entonces también lo es (¢, r0). Por la Afirmacion @
a = G[¢g, ro] = Glo1,m1] vy por definicién de (¢pg,70), (¢1,71),

Glpr,r) < a VreV
G[¢7r0] Z @ V(b S
. La Afirmacidn |1} implica que (¢1, 7o) es punto silla. ]

Afirmacion 5. El conjunto Sy x Vy de los puntos sillas de G es convezxo.

Demostracion. Supongamos Sy X Vy es no vacio y sea o = éng supGlo,r] =
€O rey

sup inf G|, r]. Si ¢1,¢02 € So y A € (0,1) tenemos

rey ¢€s

Glor,r] < a, Glpg,r] <a VreV
y como Vr € V, ¢ — G[¢p,r| es convexo,
G A1 + (1 — N oo, 7] < AG[p1,r] + (1 — N)G[da,r] < Aa+ (1 — Na = a.

Por otro lado Gp,r] > a V¢ € S§,Vr; € WV, lo cual muestra, junto con la
Afirmacion[l], que (Ag1+ (1 —A)¢a, 1) es punto silla de G, luego Ay + (1 —N)g, €
So, es decir Sy es convexo. Andlogamente se prueba que V), es convexo. ]

Vemos que, si G es estrictamente convexo con respecto a ¢, Vr € V, entonces
el conjunto Sy de las afirmaciones previas se reduce a un punto. En efecto, si

01, P2 € Sy con Py # ¢y tendriamos
G[Ad1 + (1 = M), 1] < AGgr, 1] + (1 = N) G2, 1] = A+ (1 — Na = a,

lo cual es una contradiccién pues G[Ag1+(1—X) g2, 1] = @, ya que Ap1+(1-N) g, €
So. Andlogamente se prueba que si G es estrictamente céncavo con respecto a
r,Vo € S, entonces V), se reduce a un punto. Por lo tanto el punto silla es tinico,
lo cual termina la demostracion de la proposicion. O



Capitulo 4

Formulacion variacional para el
modelo de monodominio

Sea B C R" el dominio fisico de interés donde N es cualquier entero positivo,
¢ : BxRT — R es el potencial transmembranal (reescalado), y r = (r1,...7ry) :
B x Rt — RM es una variable interna vectorial que controla la recuperacién de
la célula. El problema general electrofisiolégico puede ser escrito en términos de
un sistema de ecuaciones no lineales de reaccion-difusion:

Cyd + divg = f9(,7), (4.1)
Crf = fr(¢7 7“)7

donde gb = % denota la derivada con respecto al tiempo, Cy € R* y C, € RM*M
es un tensor simétrico y definido positivo. Aqui hemos considerado la formulaciéon
simplificada de monodominio la cual s6lo depende del potencial transmembranal
y de variables internas, en lugar de la formulacién de bidominio, donde tanto
el potenciales intracelular como el extracelular necesitan ser descritos indepen-
dientemente (la formulacién en bidominio la realizaremos en el Capitulo []). El
término de flujo ¢ caracteriza la propagacion natural de ondas de excitacién, la
cual asumimos toma la forma (Ley de Fick):

q=—-DV¢ (4.3)

donde D € RY*" es un tensor de conductividad simétrico y definido positivo. Las
ecuaciones gobernantes se complementan con las condiciones de borde de Dirichlet
y Neumann,

¢=¢, 1€ IBy,
g-n=4q, x€0Bb,, (4.5)

21
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donde la frontera de potencial 0B, y la frontera de flujo B, son partes Dirichlet y
Neumann de la frontera 0B del dominio tal que 0B = 0B, U 0B, y 0BsNoB, = 0.
Las condiciones iniciales,

¢|t=0 = (bo(l’),

T|i=0 = 7ro(x).

La eleccién de la variable de recuperacién r y los términos fuente f® y f" =
(f7,..., f1;) determinan la formulacién particular electrofisiolégica, y existe una
gran variedad de formulaciones diferentes en la literatura. Para una revision ex-
tensa de los modelos electrofisiolégicos mas populares, ver [9]. La existencia y
unicidad del problema electrofisiologico de monodominio ha sido estudiada por
Colli Franzone y Savaré [6].

Consideremos ahora la integraciéon temporal de las ecuaciones de electrofisio-
logia (£.1) vy (4.2). Tomamos el intervalo de tiempo [t,,t,41], n € Z donde la
informaciéon en ¢ = t, se asume conocida. Usando una discretizaciéon temporal
Backward-Euler en diferencias finitas, obtenemos las siguientes ecuaciones elec-
trofisiolégicas semidiscretas:

¢n+1 B gbn

T

— div(DVény1) = fO(bni1, Tns1), (4.6)

n —Tn r
OT% = f (¢n+1>rn+1)v (47)

Co

donde 7 = t,, 11 —t,,. Este método de discretizacion temporal ha sido ampliamente
usado en la resolucién numérica de ecuaciones electrofisioldgicas [[11], [18], [13]]
debido a consideraciones de estabilidad, a costa de resolver un problema no lineal
en cada paso de tiempo. En este trabajo estudiaremos la estructura matematica
de estas ecuaciones y las implicaciones numeéricas de ésta.

4.1. Potenciales generalizados y reformulacién
de flujo de gradiente

En esta seccién buscamos reformular el problema electrofisiolégico como un
sistema de flujo de gradiente. Sea &£ el potencial electroquimico generalizado, y W
el potencial de tasa. Un sistema tiene una estructura de flujo de gradiente si las
ecuaciones gobernantes pueden escribirse como

0 € 0V + DE, (4.8)

donde D es la derivada de Fréchet y 0 es el operador subdiferencial. Referimos al
lector a [1] para ver méas acerca de la aplicaciéon de subdiferenciales en problemas
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de reaccién-difusion y de flujo de gradiente. En (4.8), DE representa una fuerza de
conduccién que controla la evolucion del sistema. Para el modelo electrofisiolégico
general, definimos el potencial electroquimico generalizado como

Sw,r]::/lgE(d),w,r)dH/% 7-6dS
:/{%v¢-0v¢+F(¢,r)} dx+/ g-6ds, (4.9)
B 0B,

donde £ : R x RY x RM — R es la densidad del potencial electroquimico, y
F:RxR™ — R es una funcién tal que

oF
9% = —f*(¢,7) (4.10)
oF
O, =L (@11

Definimos el potencial de tasa como

. 1., ., 1. :
:/lg@/;(gb,r)dm:/s{50¢¢2—§T-C’r7“} dx.

Se sigue que las ecuaciones (4.1)) y (4.2) pueden ser recuperadas a partir de los
potenciales recién definidos, lo que otorga al modelo general electrofisiolégico una
estructura de flujo de gradiente. En efecto,

0 € OV + DE <= (0U+DE,(,€)) = 0 Y(n,&) € C(B,R x RM),

en este caso OV equivalente a la derivada de Frechet DV, luego

0€ 0V + DE < (D\IJ+D5 (n,€)) =0 Y(n, &) € C(B,R x RM)
— <Du\11[¢, 7] + DyElo, > —0y <D Uo7 + Dr€[¢,r],§> —0, (4.12)

definiendo u := ¢ y v := r-

Probaremos que podemos recuperar las ecuaciones asumiendo que tanto &
como V¥ poseen condiciones necesarias para aplicar el teorema de convergencia
dominada (7'CD), condiciones que se senalardan mas adelante. Para A € (0,1),
primero tenemos que:

(Dy&lg,r],n) = lim Elp+ M, r] — E[p, 7]

A—0 A

o Elp+ An, V(¢ + An), 7] — E[¢, Vo, 7] .
—lgr(l){/B ;) dx—f—/an-ndS}.

q
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Como 7 € C§°(B,R), la integral sobre 0B, es nula, nos queda

dz

A=0

-/, a% {E[¢+ I, V(d+ An),r]}

dx

A=0

0
a—g(¢+knﬂ“)n}

oF
Vn-DVp+ — }d:L’.
/B { n-DVo+ 3 5 (¢.r)n
Reemplazando (4.10]), obtenemos

/vn Dvgzsdg;—/ffb r)n da,

:/B{VU-DV(d)Jr/\n)Jr

e integrando por partes (suponiendo que ¢ € C%(B) y que B es lo suficientemente
suave),

:/_DA¢ndx—/f¢(¢,T)ndx
= (=DA¢— f*(d,7),m)

usando ,
= (divg — f?(¢,r),n) Vne C(B,R).
Por lo tanto,
(D€, r],m) = (divg — f*(¢,7),n) Vn € C*(B,R) (4.13)

Ademas,

(Du¥ld.#7.m) = (DuWlu o], m)

lim \If[u—i-)\n,] Uu, v
5

wu+kn7 — Ylu, v
A—)O/ d

-5 5{@0[U+M,v]}

:/BCqﬁ(u—l—/\n)nL\:O dx

:/C¢u77dx
B
= (Cou,m) Y € C°(B).

dx
A=0
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Entonces,

(DuVu, v],m) = (Cyu,m),
<Du\1/[¢, 7*],17> - <C¢,<b,n> Vi € C(B). (4.14)

Uniendo (4.12)), (4.13) y (4.14)),

(DLWIg, 7]+ Dyl r)n) = 0 ¥y € C*(B)
— <C¢(j5, > + (divg — (e r),n) =0 Vne Cy(B)
— C¢q5 +divg = f2(¢,r);

esta ultima corresponde a la ecuacién (4.1)).

Anélogamente,

£ A — €
(D, €[6,1],€) = tim 10T iJ (6,71
— lim E[¢, Vo,r+ )\f] — E[(ﬁ’ Vo, 7”] i
A—=0 B b\

- 3 (06,07 +2¢))

/z

dx
A=0

dx
A=0

T+ AE)E;

)& dz.

Reemplazando (4.11]), obtenemos

/Zfr 16 da
— (f7(6:1).€) ¥E € O (B.RM),

Por lo tanto,

(DyEl,1,€) = (f"(,7),&) VE € C°(B,RY). (4.15)
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Ademas,

(D.¥1,1,€) = (D W[u,v].¢)

~ Wlu, v+ A — Ulu, 0]
= lim
A—0 A

i [ Ul

A—0 A

—A{w[u,vwn

]dx

dx

Entonces,

<Dvxp[¢, r],g> = (—C\7, ) VE € C(B,RM). (4.16)

Asi de (4.12), (4.15) y (4.16]),

(D,WI, ]+ D,E[6.7],€) = 0 V¢ € C*(B,RY)
= (—C, &) + (f(¢,7),6) = 0 VE € CF(B,RM)
<~ Crr = fr((b?T);

esta dltima corresponde a la ecuacién (4.2)).

Notar de las definiciones de los potenciales que mientras el potencial de tasa
es un funcional estrictamente convexo en ¢, el potencial electroquimico puede no
ser convexo en ¢.

4.2. Discretizacion del tiempo: formulaciéon va-
riacional incremental

A continuacién, nos basamos en ideas de la comunidad de mecanica de sélidos
[10, 14] y desarrollamos una formulacién variacional incremental particionando el
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espacio temporal en una sucesion de intervalos finitos. Antes de presentar nues-
tros resultados introduciremos algunas suposiciones y notaciones. La densidad del
potencial incremental se define como,

¢_¢n r—r,
Toor

T

g6, Vo, 1) =T ( > + E(¢,Vo,r) (4.17)

donde 7 = t,.1 — t,, vy el correspondiente incremento de potencial es definido
como,

Gulor)i= [ 0. Vo.0) dot [ g-0ds (418)
B aB,
En lo que sigue se supondra que el potencial F(¢,7r) en (4.9) es de clase
C?(R x RM R) y que existen exponentes v > 2 y 2* := N2 N > 3 tal que
F(o,r) < A (6] + Il +1), (4.19)
*__ Y(N+2)
Foon < Aol T+ 4 1),y (4.20)
@) < A (60 ™ 1), (4.21)

para todo (¢,7) € R x RM y alguna constante A > 0.

El potencial transmembranal ¢ y la variable de estado r supondremos perte-
necen a los espacios funcionales

S={peHB):p=0c OBy} v V=L"(BRM),
respectivamente, donde v > 2 es el exponente en (4.19)—(4.21]).

También supondremos que

|F(¢,7)] < ML+ 8]> +|rP) siy=2p<2
|F(¢,r)| SN(L+g)> —|r]")  siy>2
(4.22)

Para r € V fijo I3m > 0: F(¢,r) > m(-1—|r|"). (4.23)

ParangSﬁjoElM,NZO:{

El menor valor propio de C, y de D serd denotado por C™" y pu, respectiva-
mente. Denotaremos por d4 y 6, las constantes elipticas:

dp:= sup ——(¢,1) y o= sup &-(V,f(d,7)) (4.24)
(¢,T)GRXRM8¢ (¢,r)ERXRM,
£eRM |¢]<1
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Por tltimo, denotaremos por Cz = Cp(B,0B) a la constante éptima en la de-
sigualdad de Poincaré:

/n(x)2 dr < C’B/ \Vn(z)]* de ¥y € HY(B) t.q. n = 0 en OB, (4.25)
B B

Y denotaremos por C; a la constante 6ptima dada por el teorema de traza:

(@) 12205 < C (@)l < Cell V(@) 2 (4.26)

Teorema 4.1. Sean F,G,,,S,V,C™" 11.6,,0, y Cp las expresiones definidas an-
teriormente. Supongamos, ademds que ¢, € S,r, €V y

1 , 5¢ ILL 67« _ 2
— — = . . 4.2
— > méx { C, Ol O;mn} y que q € L(0B,) (4.27)

Entonces, la forma débil de las ecuaciones electrofisiologicas semidiscretas ,

, Y , dadas por
/{C¢¢_T¢n77+DV¢-Vn—f¢(¢,r)77} dx—i—/ g-ndS=0
B )

B,
Vn € H'(B) t.qg.n =0 en OB,

/g- {(Jf _TT” _ fr(gb,r)} de =0 Ve € £7(B,RM),
B

admite una unica solucion (¢ni1,mne1) determinada por el principio variacional

G”[¢n+17 TnJrl] = glel/g IPEé]E( Gn [¢7 T}'

Observacion 4.2. El teorema sigue siendo cierto, con la misma demostracion, si
F(¢,7) es solo C! pero tal que:

F(8,7) = Flou,1) > ~*(0,7)(0 — b0) + 2(6— 0)* V6,00 € B, r €M y

F(p,1r) — F(o,10) < fT(¢,r0)(r — 1) + % Ir — 7‘0|2 Vo € R, 1o € RM

para algunas constantes dy,d, € R.

Observacion 4.3. La razon por la que se expresa (4.27) como una condicién en —
-

(y no directamente en 7) es que la expresiéon de la derecha puede ser negativa. Si
F(¢,r) es convexa en ¢, la condicién es §,7 < C™". Si F(¢,r) es céncava en r,
| dicid L % p
a condicién es — > — —

T C¢ C¢CB

conclusion es vélida para todo 7 > 0.

. Sies a la vez convexa en ¢ y céncava en r, la
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4.2.1. Continuidad, diferenciabilidad y convexidad-concavidad
del funcional de energia

Antes de comenzar con la demostracién del Teorema 4.1 enunciaremos un par
de proposiciones relevantes en el desarrollo de ésta. En la siguiente proposicién
seguimos esencialmente la demostracién del teorema de convergencia dominada
generalizado.

Proposicién 4.4. Sean Q2 un conjunto medible en RN y {f,}nen una sucesion de
funciones medibles f, : Q@ — R que converge en LP(S)) a una funcién f:Q — R
para algin p > 1. Sea ¢ € L(Q) y supongamos que W € C*(Q2 x R) es tal que
0 < W(x,t) <(z)+ C|t]P para alguna constante C' > 0. Si { fn}nen estd unifor-

memente acotada en LP entonces | W(z, fo(z))dx — | W(x, f(z))dx cuando
Q Q

n — 00.
Demostracion. Paso 1: Demostraremos primero que la proposicién es cierta si
agregamos la hipétesis f; — f c.t.p. Sea W;(z) := W(x, f;(z)) por definicién,

0 < Wj(z) <Y(x) + C|f;i(z)|P, luego 0 < Y(x) + C|f;(x)|P — W;(z) V5 € N. Por
el lema de Fatou,

[ timint (012 + I @) = Wita) do

<timint | (wlo)+ CIEP - Wi(o)) o).

Jj—00

Como f; — f c.t.p., por continuidad de W, W;(z) — W(z, f(z)) vy |fi(x)]" —
|f ()], Tuego

/Q (6(z) + Clf (@) — Wz, f(2)) du
<timint ([ (0e) + U do~ [ Wiwyds)
Ademés f; = £ en £2(Q) ¥ |15l — Iflles| < 15 — Il — 0, entonces

| @)+ i@ do - | Wi @) da
< /Q (6(a) + CII(@)P) do -+ limint (— /Q W(x) dx).
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Asi,
_/QW(x,f(x))dxglijrggf (-/ij(x) dx) =~ limswp (/ij(x) dx>.

/ Wz, f(z))dz > lim sup/ W;(z) dz > lim inf/ W;(z) dx.
0 0 0

Nuevamente por el lema de Fatou y (4.28), como W;(z) > 0 (por definicién)

/Q Wz, f(z)) da > /Q 1fm inf W, (z) dz = /Q Wz, f(z)) dz

Jj—00

(4.28)

(ya habfamos demostrado anteriormente que W;(z) — W (z, f(x))). Por lo tanto,

/W(x,f(a:))dx = lim [ Wi(x, fj(x))dx si f; = f c.t.p.
Q

Jj—o0 Q

Paso 2: Consideremos ahora el caso en que { f,,} no necesariamente converge a

f c.t.p.. Basta con observar que toda subsucesién { f,, tren de {f,}nen tiene una

subsucesion { f,, }jen que converge a f c.t.p. (ver [4]), de modo que (por el paso
J

1)
/QW(:C, fnkj(x))dx%/QW(x,f(x))dx.

Por lo tanto, toda subsucesién de { / W(x, fn(:v))dx} tiene una subsuce-
0

neN

sién que converge a / Wz, f(x))dzx. Esto implica que la sucesién completa

{/QW(x, fn(x))da:}nEN converge a /QW(x’f(x)) dr.

Proposicion 4.5. Para todo s, A, B > 0 se tiene:

ASQ—BS>A—S2—B—2
- 2 2A

Demostracién.

As? oA B _ B\ A8B
2 T \\"T2a A2 =TTy A2

Lo que concluye la demostracion.

A continuacién sigue la demostracién del Teorema [4. 1}

O
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Demostracién. (Teorema Por el teorema de inclusién de Sobolev (TIS), el
teorema de traza (ver [8]) y asumiendo las condiciones de crecimiento de F'(¢, ),
G, esté bien definida como una funcién de S x V a R (esto es, la integral en ({4.18])
es finita). En efecto, demostrar que GG, estd bien definida de S x V a R, equivale
a probar que cada parte de la integral que define GG,, es finita. Recordemos la

definicién de G,, dada en (4.18)),
Gulor) = [ 9.(6.Vom)dz+ [ g-as
B )

By

:/T\If (gﬁ_%,r—r”)+E(¢,V¢>,r)dw+/ g-¢dS
B T T )

By

i (5 ) e ()

+%V¢-DV¢dw+/F(q§,r) de + [ ¢qdS

B 0B,
1 — )\’ 1 - -

- frace (55) e [ (52) e () @

B 2 T B 2 T T

I I
1

+/—V¢-Dv¢dx+/F(¢,r)dm+/ q-6dS (4.29)

B2 B o8B,

Z - P - .
I3 Iy Is

Para I, como ¢ € H(B), por el TIS, ¢ € L¥ (B). Y como £L* (B) C L*(B),

entonces ¢ € L?(B). Por la desigualdad de Minkowski ¢~ On € L%(B), luego
T

I, es finita. Por otra parte, como r € LY(B) y v > 2, se tiene que r € L7(B) C

L2(B), luego por la desigualdad de Minkowski, M

€ L2. Por otro lado,

-
por la desigualdad de Cauchy,
(=)o (=) = (=)l ()
T T T T
r—r r—r
< n Cr n
=i (22)
r—Tp
— 16, |(“5)

Por lo tanto I es finita. As{ también el que ¢ € H'(B) por definicién implica que
Vo e L2(B),y

V- DVe| < |Vo|-|DVg| < [Vl - | D], Vo] = || D], Vo[, (4.31)

(4.30)

2
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con lo que I3 es finita. Ahora, mirando (4.19)), como r € £7(B) (por definicién),
para ver que I es finita basta con demostrar que ¢ € L* (B), lo cual es cierto
por el TIS. Por tltimo, para dB,, por el teorema de trazas, H'(B) — L*(9B),
entonces como ¢ € H*(B), ¢ € L2(OB), y por hipétesis ¢ € L2(9B,), luego por la

desigualdad de Holder
( | e dS> ,
OB,

/an 6q] dS < (/@B o[ dS)

TV TV
<oo <o

[NIES
[NIES

es decir, Iy es finita. Esto demuestra que G,, estda bien definida como funcién de
SxVakR.

Con el fin de aplicar la Proposicion|3. 1, es necesario probar que G, satisface las
hipétesis senaladas. Primero verificamos que se satisfacen (a) y (¢), nuevamente
por el TIS combinado con la Proposicion[4.4y el teorema de traza, se sigue que
G, es continua en ¢ y en 7 con respecto a la convergencia en norma en H!'(B) y
L7(B), respectivamente:

Vr € V, ¢+ Gy[p, 7] es continua con respecto a la norma de H'(B) y = (4.32)
Vo € S,r +— G,[p, 7] es continua con respecto a la norma de £7(B). (4.33)

Nuevamente probar esto equivale a probar la continuidad para cada una de las
integrales que define a G,,. Ahora, como H'(B) y L£7(B) son espacios métricos,
basta con probar la continuidad por sucesiones. Primero probaremos : sea
{¢;}jen una sucesion tal que ¢; — ¢ en H'(B). Por TIS

||¢J - ¢”£q(g) < ||¢J - ¢HH1(B) Vg < 27,

y como 2 < 2%, ¢; — ¢ en L?(B), luego

¢j - ¢n N ¢_ ¢n en ,CQ(B)
T T
Pero,
‘(bj_(bn _Hd)_(bn S ¢j_¢n_¢_¢n —)0,
T s Tl T Tl
por lo tanto
' (bj - (bn N Qb - (bn 7
T s Tl
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luego I; es continua con respecto a ¢ en H'(B). Por (4.31) y la Proposicidn [4.4]
/ Ve, - DV, dr —» / Vo DV de,
B B

entonces I3 es continua en ¢ con respecto a la norma en H!(B). Lo mismo ocurre

con Iy: por (4.19)) y la Proposicion
/F(gbj,r) dr — / F(¢,r)dz,
B B

es decir, I también es continua en ¢. Por 1ltimo, para I5, por el teorema de traza,

¢ — ¢HL2(33) <ll¢; - g25||HI(B) ’

por lo tanto ¢; — ¢ en L2(9B,). Como q € L*(0B,) se tiene, por la desigualdad

de Holder,
q-(¢p; — dsS F— @l dS q| d
/%q 7 (¢5 — @) dS < (/%ql% 9| ) (/%q Iq S)

(. J/ J/
~~ ~~

—0 <oo

=

luego,

/ q-¢;dS — q-¢ds,
OB, OB,

es decir, I5 es continua en ¢. Esto demuestra que G,,[¢;,r] — G, [, 7], esto es,
G|, 7] es continua en ¢ con respecto a la norma en H!(B).

Ahora, para probar (4.33)), sea {r;},en una sucesién tal que r; — 7 en LY(B),
con vy > 2. Por (4.30)) y la Proposicion

/<rj_r”>-cr<”_r”> das—>/(7’_r”)-c,~ (“”) dx,
B T T B T T

por lo tanto I, es continua en r con respecto a la norma en £7(B). Lo mismo

ocurre con Iy: por (.19) y la Proposicién[{.4]

/B F(6,r;) dz — /B F(6,r) dz,

es decir, I, también es continua en r. Se demuestra asi que G,,[¢, ;] — G,[¢, 1],
esto es Gy, [¢, 7] es continua en 7 con respecto a la norma en £7(B), si v > 2.
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En segundo lugar verificamos que se satisfacen (b) y (d), notamos que para
cada ¢ € S fijo, por (4.29)) tenemos que

2
r—"Tn
)

Gulin1] < C(6.6,) + [ F(our)do = gy

T 2

donde C(¢, ¢,) = I + I3+ I5 (aqui es fundamental recordar que C,. es simétrica,
definida positiva y C™" es el menor de sus valores propios). Adem4s,

2 2 2
7z [lrallze

52(3)_ 272 T2 7

r—"Tn

T

luego

@wﬂscw¢m+/

B 272 T2

Lo (I7llz2— N7allze
F(¢,r)dm—§TCZ”Z" £ £,

Entonces, si v = 2, gracias a (4.22)) y recordando que |||/, = ||| ., tenemos que
para cada ¢ fijo:

272 T2

>, L min (il 7l
Gal6,7] < C(6.0) + M | (16" +1r1" +1) do = 5y

< C.0mr) = [ (S - Mot o
B T

Analizando la ultima desigualdad tenemos que si |r| > 1 entonces

o IrP =M |r|P = r? (CT M ) > 2 (—OT — /\/l> > r? (—CiT — /\/l) -M,

47 4r ]r|2*p 4t

ahora si 0 < |r| <1 tenemos que |r|” <1, luego,

O o G Cie :
— > — — > — —
e MU 2 S - M2 (Z - M) - M,

en ambos casos

min

rW—me(ﬁ——M)W—M,

min
i

4T 4T

entonces

Cmin
@mﬂscw@m@—<;_—M)émﬂm
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Por lo tanto concluimos que 1113 Gnlo,r] = —oo. Ahora si v > 2, también
re
lIrlly,—o0

obtenemos este limite pues por (4.22))

2
T —Tn

Gnlo,r] < C(¢, én) +N/B <|¢\2* — || + 1) dr — %Tc;”m

T r2

<C(6.0)+ N [ (16 =17 +1) de
B
Anélogamente, para cada r fijo, por (4.23)) y (4.29)

Gnlo,r] > /B%qu-Dngﬁdqum/B(—l — |T|7)dx—|—/83 qg-odS+C(r,ry,),

donde C(r,r,) := —I5. Recordando que D es simétrica, definida positiva y utili-
zando su menor valor propio y,

H 2 _
Gulo,r] > 9 HV¢HL12(B) - HQHL2(an) H¢Hc2(68q) +C(r, ).

Por (2.3), (4.25) y (4.26) tenemos que [|@| 295, < Clléln) < Ci VOl c25),

luego,
H 2 _
Gulo,r] > 9 HV¢||1:2(B) — G HQHLQ(an) HV¢H£2(B) + C(r,rn),
y en vista de la Proposicion [{.5 tenemos,

Gul$, 7] > C(|V O o — 1) + Cr, 7).

Por lo tanto, como HV¢H22(B) — oo cuando ||¢|| g — 00, se tiene que (lplrg Glo, 1] =
S

ll¢ll s—>o0

oo Vr e V.

Lo tercero es verificar que G, [¢, ] es estrictamente convexo-céncavo. En efecto,
primero fijando r € V, sean ¢y, ¢ € Sy A € (0, 1), definamos ¢ = (1—N)p1+Ao.
Debemos demostrar (2.8)), i.e.:

(1 = A)Guldr,r] + AGh[d2, 7] = Guloa, 7] 2 0.
Notemos que si H : RX — R, K € N es una forma cuadratica entonces
(1=MNH(oy1)+ AH(0o3) — H(oy) = A1 — N)H (o9 — 01). (4.34)
En efecto, podemos reescribir el lado izquierdo como

AN(H(oy+ (00 —01)) — H(01)) — (H(o1 + Moz —01)) — H(07)) . (4.35)
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Como H es una forma cuadrética, es de la forma H(o) = o - Ao para alguna
matriz A € RE*X_ Por lo tanto,

Reemplazando p por oy — 07 y por A(03 — 1) obtenemos que (4.35)) estd dado por

A(201 - A(og — 01) + H(o9 — 01))
— (20‘1 : A()\(O'g - 0’1)) + H()\(UQ — 0'1))) = )\(1 — )\)H(O‘Q — 0'1).

Aplicamos lo hecho anteriormente a las funciones cuadraticas que definen G,,.

Primero analicemos 7 <¢ — ¢", - r"). Definiendo H(o) = T%ngoz, oceR
T T
obtenemos
— &, — b, — ¢p 1C
(1-\NH <M) +\H <¢2 ¢ ) - H (M) = ZZ2N1 = N)(ds — d1)>.
T T T 2T

(4.36)

1
Ahora para E(¢, Vo, r), tomemos H (o) := 30 Do, 0 € RY entonces,

(1= NH(V6)) + N (Voz) ~ H(Vx) = 21~ NV(6; — 1) DV(6, — 61).

En el caso de F(¢,r), el teorema de Taylor nos dice que,

F(6) = F(62) + F(6)(6 — 02) + PO P2  con g entre 6y 01
luego
F(én) = F(62) + F'(62)(61 — 62) + P60 D72 con g, entre g v 61, v
Fléa) = F(6) + (662 — ) + F6) 222 con &, entre 6y 00
Entonces,
(1= NF(n) + AF(62) ~ F(2) = (1~ P () O gy 22
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pero ¢1 — ¢x = —A(d2 — ¢1) ¥y ¢2 — dr = (1 — X)(d2 — ¢1) luego,
_ " <¢2 - ¢1)2 (¢2 - ¢1)2
= (1= NF (N2 5

_ (@2 — d)l)

+ AF"(&)(1 = N)?

(1= VMAF"(&) + (1= N F" (&)}
> <R1'X%I a¢2) (0 ;‘bl) (1 =M)A. (4.37)

Asi

(1 =NE(¢1) + AE(p2) — E(9n)

AL=)V(en = 1) D (0n = o)+ ( int, 55 ) @5 a0 -

[\DI»—t

Por lo tanto,

(1= 0gu(60) + A00(62) ~ 92(62) = 22X = N) (2 — 1)

+ MU= NV = 01)- DV(62 = 00) + (mf )<¢2‘¢1)2A<1—A>

RxRM Op? 2

AM1I—=MN[C O?F
> ( ) —2(¢2 — $1)*+V (2 — 61) DV (¢ — 1)+ mf —— | (¢2— 1) ¢
2 T RM Q¢
Notar por ultimo, que la integral sobre 0B, es lineal en ¢, luego ya es convexo.
Asi tenemos:

2

2
> [{T -0 o0 DV -0+ (i, ) 2] ae

Gn[gbla T] + AGn[¢2, T’] - GN[(l - /\)¢1 + >\¢27T])

& 2 2
Por definicién (4.24), d,, := sup of ——(¢,r) = sup —a—lj(qﬁ,r) = — inf 8—F(¢,7“),
RxRM a(b RxRM a¢

luego

= /B {%(@ — $1)* 4+ V(2 — ¢1) - DV (2 — ¢1) — 04 (2 — ¢>1)2} dx
- (% — 6¢) /B(gbg — ¢1)*dz + /BV(¢2 — ¢1) - DV (¢2 — 1) da
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Como V¢ -DVo > HV(]ﬁHz, con p el menor valor propio de D,

> (%) [-atdosn [ 196 o0l ae.

T

Por dltimo por la desigualdad de Poincaré (4.25)), se tiene que

C
> <7¢+Ci8—5¢> /B(¢2—¢1)2d$

lo que prueba, en virtud de (4.27), que G,[-, 7] es estrictamente convexa para todo
r € V. Pues: o )
¢ H
— + 0> 0= — > — —
T Cg ¢ T
Del mismo modo, G,[¢,r]| es estrictamente céncavo en r. En efecto, fijando

¢ € S, sean r1,r9 € V., y A € [0,1], definamos ry = (1 — A\)ry + Ary. Debemos
demostrar (2.9), i.e.:
(1 = ANGulg, 1] + AGy[d, ra] — Gip, 2] < 0.

Analogamente, distinguimos las funciones cuadraticas que definen G,, y aplicamos
lo demostrado anteriormente para una funcién de este tipo. Primero analicemos

b r—r ' 1
TV (¢ ¢ , - ) Definiendo H (o) := 750" C,o, 0 € RM obtenemos
T T

. o, )1

(1-\NH (“ 4 )+>\H (“ I )—H (” T ) = A(1=A)(ra—11)-Cp(ra—11).
T T T 2T

Ahora para E(¢, Vo, r), s6lo nos interesa F'(¢,r). Repitiendo lo hecho antes para

¢ tenemos

(?"2—7’1)2

(1= N)F(r1) + AP(r2) = F(ry) = ==

AL = N{AF" (&) + (1= N F(&)}

con &; entre r; y ), para i = 1,2

< (sup 82F> (2= r)°\ gy,

RxRM (97’2 2

Por lo tanto,
(1 - A)gn(rl) + Agn(TQ) - gn(r)\)

1 82F (T2 -
< ——\1-— —ry) - -
S T AN =) Grlre =) (RSXHRIL W) 2

< M {—%(7’2 —1r1) - Cp(rg — 1) + ( sup %) (rg — 7“1)2}.

RxRM

VI
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Notar, por ultimo, que la integral sobre B, no depende de r. Asi tenemos:

2 ((1 — )\)Gn[qb, 7“1] + )\Gn[qb, ’I“Q] — Gn[¢, 7“/\])

A1 —=A)
1 I?*F
< /B {—;(rg —1r1)-Cr(rg — 1) + <RS.X11]R]%w 92 ) (rg — 7’1)2} dx;
. 0’F
por definicién (4.24)), 6, := sup V,f"(¢,r) = sup —(o,r)
RxRM RxRM 37”2
1
= / {——(7”2 —11) - Cp(rg — 1) 4+ 0, (r2 — 1) } dx
B T

. 2 . .
Como r - Cpr > C™™ |r|”, con C™" el menor valor propio de C,
T r 9 r Ty

_( Cr +5)/]r2—r1| dx.

lo que prueba en virtud de (4.27) que G,,[¢, -] es estrictamente céncava para todo
¢ €S, pues:

mzn 6 1
C +0, <0<+
T szn

Por 1ltimo nos queda probar que G, es Gateaux diferenciable siempre que
F(¢,r) satisfaga las condiciones de crecimiento (4.19)—(4.21)), y que sus derivadas
parciales estan dadas por

Dol = [ {CE= 204 D909y - (0.} de 4] qnas,
Vn € H'(B) t.q.n =0 en OB;.

(D, Gl /g { T_T"+f(¢ )} dv, V¢ € LY(B,RM).

En efecto, para A € (0,1) y n € HY(B) t.q. n = 0 en 9By, por definicién (2.10) la
derivada parcial de (z,, con respecto a ¢ corresponde a:

(DyGulp, ], m) = lim oL@ AmT] = Cald 1

A—=0t A
_g&{/zg : dx—l—/an \ dS}
=0t /g A 0B,
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Nos gustaria intercambiar el limite con la integral, para esto notamos que:

gn(d + M, V(¢ + M), 7) = gu(0, Vo, 7)  [* gy,

) o Os

(¢ + sn, V(o + sn),r)ds

luego,

gn(¢ + /\777 V(gb + )‘77)7 ’I") — gn(gba v¢a T’)
A

ogn

A
S]f g<¢+sn,w¢+sn),r> ds

A —_—
= f Cs <—¢+ il <bn) n+ Vn-DV(¢+ sn) + —aF(gzﬁJr sn,r)n' ds
0 T ¢

A — ¢, A AMOF
ij Cy (W) n‘ ds—l—]f |V - DV (¢ + sn)| ds—l—]f —((b—irsn,r)n‘ ds.

99

Acotando cada parte, tenemos primero:

— On C’
0 (2520 ) < o 1+ ol + 1)
C
—2 ([ollnl + nl* + ul [n]) -

Como ¢, ¢, n € H'(B), por el TIS, ¢, ¢, n € LUB) Vg < 2%, conesto |¢]*, |on]*, |n|° €
LY(B). Por la desigualdad de Holder, |¢||n| € L*(B) pues,

[retit< ([168)’ ([ 1)’ = 1ollslols <

Andlogamente, |¢,||n| € £'(B), lo que muestra [C <w) n

e LY(B).

T

Del mismo modo,

[V - DV (¢ +sn)| < [Vl [ Dy [V(¢+ sn)
< [Vl [ D], (IVe] + [Vnl)
< 2D, (IVo[* +|Val).
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Como ¢,n € HY(B), por definicién Vo, Vy € L2(B), con lo que | D||, (|Vo|* +
|Vn|?) € £Y(B). Por tltimo,
oF s
99 —(¢+sn,r)n| = |—f%(¢+ sn,7)n| y por (A:20)

. Y(N+2)
Sz40¢+sm2 L 1) pn)
. Y(N+2)
A( (9l + Inl)? “+V|2N +n])
A (Ul + > + 15 mw+mo

<2 A (|6 + ol + 1l + )

Nuevamente como ¢,n € H'(B), por el TIS, ¢,n € L1 VYq < 2%, con esto
101> 11>, |n| € £1(B). Ademés, por la desigualdad de Hélder,

y(N+2) +) N+2 ~(N+2)
/|7“ (/ <|r| 2N ) (/|/’7|N 2) ||7“||E 2N ||77||[;2* < o0,

asf |r| \77| € L (B) y por lo tanto ng e LY(B).

Ogn,
SE(6+ 51, V(6 + s1).7)

forme con respecto a A). Por el TCD podemos intercambiar el limite con la inte-
gral, con lo que G,, es Gateaux diferenciable con respecto a ¢ y la derivada parcial
esta dada por:

(¢ +sn,7m)n

A
En resumen, ][ ds tiene una cota integrable (uni-
0

<D¢Gn[¢,7’],n> :)\liI(I)l+ Bgn(¢+)‘7]7v<¢+>\;\7)7r) _gn<¢7v¢7r) dx+/86 qnds’

Ogn,
—/a%\[gb%—)\n,] d:v—l—/ q-ndS
A=0 0Bq

B T o
Qb—an aF } _
= C Vn- DV d -ndS
/B{ o+ V- DVo+ ¢(¢ r)n x+/88qq n

:/{C’d,qs_%n—l—V?rDV(b—f¢(¢,7’)n} dx—l—/ q-ndS.
B T 0B,

.

dx —l—/ q-ndS
A=0 0Bq

Analogamente probaremos que G, es Gateaux diferenciable con respecto a 7.
En efecto, para A € (0,1) y £ € LY(B), por definicién (2.11)) la derivada parcial
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de G,, con respecto a r corresponde a:

(D, Gl 1], €) = lim Cnl&7 T 2] = Caldr 7]

A—0t A
— m / gn<¢7 V¢a r+ Aé) B gn(¢7 V¢7 1”) dr.
)\4)0+ B )\

Al igual que antes nos gustaria intercambiar el limite con la integral. Para esto
notamos que:

A
90 (0, V6,7 +AE) = 9u(8, V1) _ ][ 9 (5,5, + 5€) ds
0

) Ds
luego,
gn<¢7 V¢7 r+ Aé) - gn<¢7 V¢J T)

gn
3 g(@vcbﬂ”%-sf)‘ ds
A OF
=]£ S'W(Cbﬂ”réf)‘ds

r4+s&E—r,

rbsEor,
A A

S][ ds—l—][
0 0

Acotando cada parte, tenemos primero:

<
0

g'_OT

r—+s&—r,
f'Crf

§~g—f(¢,r+s§)‘ ds.

0TS < gy, [P g
C,
<1 1 1 41+ 1 e
Cr
= 1%kl 0111 1 i 41l )

Como r,r,& € L7(B), v > 2, [r|*,|ral?,€]> € L£LY(B). Por la desigualdad de
Holder, |r| €] € L}(B) pues,

/|7’| €l < (/W)é (/|£|2)é = [I7[l 2 1€l 2 < oo

r4+s&—r,
T

£-C, e £1(B).

Andlogamente, |r,||¢] € L1(B), lo que muestra que
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Por tultimo, por (4.21]),

OF
5-5<¢>,r+s£)‘ < Ao s 1) I

< A (1607 + (] + g +1) I¢
< A (167073 1el + (il + 1€ + 1e1)
A (161 el + Il + lel + el

Nuevamente como r,& € L7(B), v > 2, |r|",|¢]", €] € L£Y(B). Ademds como
¢ € H'(B), por el TIS, ¢ € LI(B) Vq < 2* y por la desigualdad de Holder,

Jrore e s (frore) T (fler) = 1o el < oo

luego |¢|2*(17%) €| € LY(B) y por lo tanto e LY(B).

IA

OF
5 ’ E(var + 35)

En resumen, ][ 3gn(

0
podemos intercamblar el limite con la integral, luego GG,, es Gateaux diferenciable

con respecto a r y la derivada parcial esta dada por:

o, Vo, r+ sf)‘ ds tiene una cota integrable. Por el TCD

s gn(¢7 V¢7 T+ )\g) - gn(¢7 V¢7 T)
<Dan[¢7 T]7€> - )\liglJr/B )\ d
_ ag"(d), Vor+26)|  d
A=0
:/{€~— eAns Y <¢,r+A£>} dx
B T A=0

8_
or
e e Foka
=/85-{— . (cb,r)}d:v-

El teorema entonces se sigue de la Proposicion [3.1], notando que ¢ +n, ¢ —n
y r+ & r— & pertenecen a Sy V, respectivamente, para todo ¢ € S, n € H}(B)
yr,& e LV(B,RM), O

4.3. El problema efectivo de minimizacién.

En general, y para el propdsito de aplicacion de elementos finitos, se consi-
derara resolver el problema de maximizacién localmente. Resulta que maximizar
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el potencial incremental con respecto a r es equivalente a la maximizacién de la
densidad del potencial incremental. Por lo tanto, el problema de electrofisiologia
lo reescribimos como

%2? E,[4), (4.38)

donde

méx ga(6(z), Vé(x), ) do + /B i(@) - 6(x) d5,

B reRM

lo cual, en vista de (4.9) y (4.17) queda escrito como

Rl = [ {5vota)- D¥6) + o)) f dos [ aw)-ot)as. (139

con

fn(o, x) := max

reRM

{w (¢ —Onl) T r"(x)) + F(qb,?")} L ER,z € B. (4.40)

T T

Lema 4.6. Si para todo ¢ € S existe ry, € V tal que

- (¢(x) ;(bn(x)’m(x) ; rn(x)> + F($(2),16(z)) = fuld(z),2) Vz € B

(4.41)
es decir, st para todo x € b es posible elegir un ry(x), en el cual el marimo en
decir, si tod B ble elegi ® [ [ el mdzi
. se alcanza, de tal manera que 7y : — , como una funcion de x,
4.40 l de tal o B RM on d
pertenezca a V), entonces

Fo[¢] = mix Galg,1] V6 € S.

Demostracién. Sea ¢ € S y supongamos que (4.41)) se cumple. Entonces, por
un lado,

meé]?( Gn [Qb, T] > Gn[qbv T(]ﬁ]

1 o Te—Tn i
:/B§v¢-Dv¢>+w<¢ 7¢ ,%TT )+F(gb,r¢)dx+/a - 6dS

By
:/%V¢-DV¢+fn(¢,x)dx+/ q-¢dS
B 0B,
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Por otro lado, para todo r € V

G| /ws Dv¢+w(¢ o T )+F(¢,r)dx~|—/ 7 6ds
15)

By
S/B§ng~DV¢+fn(¢,x)dx+/%?gzﬁdS

luego, mé{;X Gnlo,r] < F,[¢]. En consecuencia, F),[¢] = mé{;X Gnlop,r] Vo € S lo
re re

que completa la demostracion. O
Comunmente, los métodos de descenso de gradiente son ocupados en la solu-
cion numérica de . En particular, una iteracién de Newton-Raphson garan-
tiza la convergencia del método si la funcion en cuestion es estrictamente convexa
[3]. Sin embargo, si la funcién F'(¢,r) que define la densidad del potencial electro-
quimico no es convexa, la convexidad del potencial incremental efectivo puede no
ser garantizada para valores grandes del paso de tiempo 7, limitando por lo tanto
la solidez y la eficiencia en el procedimiento de minimizacién. Esta importante
limitacion en la soluciéon numérica del problema de electrofisiologia es reparada
en la siguiente proposicion, donde se prueba que cuando 7 — 0 el potencial in-
cremental llega a ser estrictamente convexo, lo que implica que el algoritmo de
minimizacion converge a una unica solucién para 7 suficientemente pequeno.

Proposicion 4.7. Una condicion suficiente para que F, sea estrictamente con-
vera es que

1 > (5¢ 1%
Cy CyCp’
dg, 1t y Cg definidos como en el Teorema[{.1]

Demostracién. Para todo ¢1, 92 € R, sea ¢y := (1 — A\)d1 + Ao,

(L= (60 + Mol = i { (1-0) (7252, 720 ) 4 Flon))

+ A(Wp(@f", L T“) + F(¢s, ))}

Mientras que para todo r € RM por lo ya hecho en (4.36)), se tiene,

(1—)\)T¢<¢1 ¢n77a Tn)_’_)\ ¢<¢2 ¢nj7ﬂ rn)_7¢<¢)\_¢n’7"_rn)
T T T

T T T
_ A= Gy

2= (¢z—¢1)
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y por lo hecho en ((6.28])

A1 = A O°F
( 2 >R§E§M 5z (92~ )"

(1 =N F(¢1,7) + AF (P, 1) — F(pa, 1) >

Por lo tanto Vr € RM

o (45 ) s (o (5555 )
A(1

2
> ( w(%T‘b”,%) F(éx, )) > )(€¢+RX§M%) (62—61)",

afe 9°F  OPF
(¢,7) = sup ——==5(¢,r)= — if 9

RxRM a¢2

por definicion (4.24), o, := sup
RxRM a¢

=5 (0:7);

luego

_ (w (@ - bn T ‘T’"") +F(¢,\,r)) + M (% - 5¢) (62— ¢1)°

(=N fal01) + M) 2 o) + 2 (S5 ) (0n = o

De todo lo anterior se tiene que,

ML= N\)

> /B {V(Cbz — ¢1) - DV(¢2 — 1) + (% - 5¢) (g2 — (,151)2} dx

Como V¢ -DVo > u ]V¢|2, con g el menor valor propio de D

> /\<12_)\) {/BM|V(¢2 ¢1)|* dr + (C——5¢) /B(¢2—<Z51)2dx}

y por tltimo por la desigualdad de Poincaré (4.25)), se tiene

A1 =X C
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4.4. Aplicacién al modelo de FitzHugh-Nagumo.

Como un ejemplo de la formulaciéon variacional propuesta, consideremos la
ecuacién de electrofisiologia de FitzHugh-Nagumo, en la forma presentada en [16],
17]. El modelo de FitzHugh-Nagumo y diversas variantes han sido empleadas
ampliamente de este en el modelamiento de la actividad cardiaca en corazones de
mamiferos. Ellos consideran sélo una variable de recuperacién (M=1); los términos
fuente y el potencial de tasa toman la forma

f¢(¢77“): (¢ — a)(1 = @) — cor,
fr(d) (¢ —dr)y

/w b, dx—/g{%&—;—zﬂ} i

respectivamente, donde o € R es un umbral para la activacion eléctrica; c¢q,co €
R, son constantes positivas que representan la tasa de excitacion y el decaimien-
to de la excitacién, respectivamente; y b,d € R, son constantes positivas que
representan la tasa de recuperacion y el decaimiento de la recuperacion, respecti-
vamente. El potencial electroquimico generalizado toma la forma

Elo,r] ::/BE(gzﬁ,ngﬁ,r)dx—l—/% qg-odS

= /B {%w DV + ¢ (}l& - (1;30%3 + %ng) + 6 (m - g"’2)} dz

+/ g-¢dS
OB,

donde £ : R x RY x R — R es la densidad del potencial electroquimico. Como
mencionamos, la densidad del potencial electroquimico puede ser no convexa.

Proposicién 4.8. Supongamos que N < 4 y ya sea

1
aCpla® —a+1)<3u o 1< , (4.42)
Fl—a+a?) - &

donde p es el menor valor propio del tensor de conductividad D y Cg es la constan-
te de Poincaré en . Entonces, las ecuaciones electrofisiologicas semidiscretas
de FitzHugh-Nagumo

¢n+1 ¢n le(DV¢n+1> — f¢(¢n+1> TnJrl)a (443)

T, - b ..
—“ = — " (bns1s Tni1)s (4.44)
T Co
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admiten una unica solucion débil (¢n.1,7mr1) determinada por las relaciones

, Tn + bT¢n+1
Fn n — min Fn T'n T
[Pn+1] pe (5) 9]y +1 1+ dbr
¢=¢ en 0By

donde F,[¢], dado por (4.39), es estrictamente convezo.

Demostracién. Esta proposicién se sigue del Teorema [/.1] el Lema [{.6 y la
Proposicion [{.7, una vez que comprobemos las hipotesis de estos Notar que por
las definiciones (4.43]) y (4.44), en comparacién con . y (@ se tiene Cy = 1

y C, = cb . Ademas para

Fon) =a (00 - U520 4 56t o (w—gr?)

verificamos las condiciones de las definiciones (4.10)) y -

Z—Z =c1(¢° — (14 )¢” + ag) + cor = c10(¢p — 1) (¢ — @) + cor = — fO(d,7) ¥
B
=6 —dr) = [(6.7)

Ahora con el fin de utilizar el Teorema queremos probar que F' satisface las

hipétesis (4.19)—(4.23) con v = 2. Para probar (4.19) es suficiente observar que:

P < (SHolt+ 252200+ 0+ G2 4 D) 4o (W;ﬂ_grz)

a all4+a) aa e 4 Ctd l1+a «
< (22T, a2 2.
_<4+ 3 +4+2)|¢|+ 5t +

Las condiciones (4.20)—(4.23]) se prueban de forma analoga. Por lo tanto, (4.43)) y
(4.44]) admiten una tnica solucién débil (¢, 1, 7,+1) determinada por:

Gnlbnsr, Tos] = min médx G0, 7). (4.45)

Para verificar la hip6tesis del Lema [{.6, notar que:

fn(@, 1) :== méx {Tw (gb — (bn, ! :_Tn) + F(o, 7‘)}

T

e (352 % (5)) o)

+FOn}.
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Con esto,

fn(@(2), x) = T

(gb(:p) —Tqbn(a:), re(z) — rn(x)) + F(¢(x),r4(x)), Vo €B

T

= (ote)0) = 5 (AL e leln) —nle)

2 T b T
a2 =) | OF ), ) = 0
= _CQW("”;T_ ) | () - drg(a)) =0
(@) = ro(x) + qub(x).

1+ bdr

Asf la condicién (4.41)) se cumple automdticamente pues r,(z) + brd(x) € L2(B),
va que ,(z) € L2(B), ¢(x) € H'(B) y por la desigualdad de Minkowski se tiene
que r4(z) € L2(B). Entonces, por el Lema[4.6,

F.[¢] = mégi Gulo,r] Vo € S. (4.46)
re
e : o .y af®
Por tltimo verificamos las hipdtesis de la Proposicion |4.7 El valor de sup (9_¢ se
RxR

obtiene de,

ofe

8_¢(¢’ r)=ci(¢—a)(l—9¢)+cad(l—2¢0+a)

= (2¢—a—3¢2+2a¢).

Esta expresién alcanza su supremo en:

1
01(2—6¢+20¢):0<:>q§:§(04+1) con ¢ # 0,

luego,
of?
Supi:ﬁ( 2—0{+1)>0, pueS,A:\/(—1)2—411:—3<0
RxR 8¢ 3

Por lo tanto,

€1, o . 0 1 c1
0p = =(a*—a+1 — — =
0= 3 ( a+ 1) y se sigue que C, O 3
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Por ([{42),
(5¢ % < 1

C¢ B C¢CB T’

entonces por la Proposicidn[{.7], F,[¢] es estrictamente convexo. (4.47)

En conclusion de (4.45)), (4.46) y (4.47)) se tiene esta proposicion. O




Capitulo 5

Formulacién variacional para el
modelo de bidominio

En este capitulo buscamos replicar de forma andloga lo ya hecho en el capitulo
previo, pero esta vez considerando la formulacién variacional para el modelo de
bidominio. El decir bidominio hace referencia a que en general, los tejidos intra
y extra celular del musculo cardiaco poseen diferentes conductividades en las di-
recciones longitudinal y transversal, con respecto a la fibra correspondiente; si
estas conductividades son iguales, volvemos al modelo de monodominio ya descri-
to. Las ecuaciones de este modelo se tienen a partir del principio de conservacién
de corriente entre los dominios intra y extra celular, seguido de un proceso de
homogeneizacién (ver por ejemplo [6, 5]).

Sea B C RY el dominio fisico de interés donde N es cualquier entero positivo;
sean ¢' : Bx Rt — Ry ¢¢: BxRT — R el potencial intra y extra celular, res-
pectivamente. La diferencia entre ellos ¢™ = ¢’ — ¢° es conocida como el potencial
transmembranal. Sea r = (rq,...7ry) : B x RY — R una variable interna vec-
torial que controla la recuperacién de la célula. Ademds, sean I : B x Rt — R
y I : B x RT — R estimulos externos de corriente intra y extra celular por
unidad de volumen, respectivamente. El modelo de bidominio del problema de
electrofisiologia cardiaca puede ser descrito en términos de un sistema acoplado
de ecuaciones no lineales de reaccién-difusion, ecuaciones elipticas y de evolucién
de la siguiente forma:

A (Cond™ + Lign (¢, 1)) = div(D; V') + I?, (5.1)
A (Con™ + Lign (6™, 7)) = — div(D.V¢©) — I, (5.2)
Cpr = fr(¢™,7), (5.3)

donde gf) = % denota la derivada con respecto al tiempo, C,, € RT es la capa-
citancia de la membrana celular, A,, € R" es la razén superficie a volumen de

51



52 Capitulo 5. Formulacion variacional para el modelo de bidominio

la membrana celular, C, € RM*M es un tensor simétrico y definido positivo, y

D; : B — RVN v D, : B — R¥*N 5on los tensores de conductividad intra
y entra celular, respectivamente, los que suponemos simétricos y definidos posi-
tivos. Notar que las ecuaciones de monodominio pueden ser recuperadas bajo la
suposicién de que el medio extracelular es altamente conductor, es decir D, — oo
o que los tensores de conductividad intra y extra celular son proporcionales, es
decir D; = kD, para algin k € R, luego, como ya dijimos, el modelo de monodo-
minio es una particularizacion del modelo de bidominio. Ahora, si reemplazamos
' = @™ + ¢¢ en obtenemos la siguiente ecuacién

A (Cornd™ + Lign (9™, 7)) — div(D;V¢™) — div(D;Ve©) = I, (5.4)
y si sustituimos en nos queda
—div(D;Vo™) — div((D; + D.)V¢©) = I7 + I. (5.5)

El sistema de ecuaciones antes descrito para el problema de electrofisiologia cardiaca
puede ser reescrito entonces como:

A (Cond™ + Lign (¢, 7)) — div(D; V™) — div(D;V¢©) = I?, (5.6)
—div(D;Vo™) —div((D; + D.)V¢®) = I7 + I, (5.7)

Cor = f"(o™,r). (5.8)

Ademas, las ecuaciones gobernantes anteriores se complementan con las siguientes

condiciones de borde; comunmente se adopta una condicién de flujo cero para la
corriente intracelular, produciendo la condicién de Neumann,

—DV(¢™ +¢°) -n=0, z€IB, (5.9)

mientras que las condiciones de borde de Dirichlet y Neumann pueden ser aplica-
das directamente a la frontera extracelular,

¢ = ¢¢, = € OBy, (5.10)
—D.V¢* -n =g, xedb, (5.11)

donde la frontera de potencial 0Bg y la frontera de flujo B, son tales que 0B =
0By U 0B, y 0By N OB, = 0. Las condiciones iniciales estas dadas por,

¢" =0 = 5" (), (5.12)
¢ li=0 = ¢ (), (5.13)
rli=o = ro(2). (5.14)

La eleccién de la variable de recuperacion r, la corriente idnica I, (¢™, 1) y la
funcion 7 = (f],..., fi;) determinan la formulacién particular electrofisiolégica,
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y existe una gran variedad de formulaciones diferentes en la literatura. Para una
revision extensa de los modelos electrofisiolégicos mas populares, ver [5]. La exis-
tencia y unicidad del problema electrofisiolégico de bidominio, al igual que el de
monodomio, también fueron estudiadas por Colli Franzone y Savaré [6].

Consideremos ahora la integracion temporal de las ecuaciones de electrofisio-
logia para el modelo de bidominio —, y el intervalo de tiempo genérico
[tn, tni1], m € Z donde la informacion en ¢t = ¢,, la supondremos conocida. Usando
una discretizacién temporal Backward-Euler en diferencias finitas, obtenemos las
siguientes ecuaciones electrofisiologicas semidiscretas de bidominio:

el — P

Am (Cm + Iion( nm+17 T"+1>> _diV(Div¢nm+l) - diV<Div¢§z+1)

= ]is(xvtn-&—l)v (515)

—div(D; V) — div((Di + Do) Vhyy) = I (@, tnsr) + 1@, trn),  (5.16)
Tnt1 — Tn r(m
Cri— = [T rasn). (5.17)

donde 7 = t,41 — t,. Tal como dijimos en el Capitulo |4 para el problema de
monodominio, este método de discretizacién temporal ha sido ampliamente usado
gracias a su estabilidad al resolver un problema no lineal en cada paso de tiempo.

5.1. Potenciales generalizados y reformulacién
de flujo de gradiente

Al igual que para el problema de monodominio, en esta seccién buscamos
reformular el problema electrofisiologico de bidominio en un sistema de flujo de

gradiente. Sea ® := <Q;e) el vector potencial, V& := <gﬁe> el gradiente del
D, D,

vector potencial y D = (D~ D+ D ) : B — R2VX2N ¢] tensor aumentado

de conductividad. Ademas denotaremos por u; y p. al menor valor propio de
los tensores de conductividad D; y D., respectivamente. Bajo estas definiciones

podemos reformular el sistemas de ecuaciones (5.6)-(5.8]) como sigue:

AnCrd™\ _ o (Di Di N\ (VO™ _ (I} = Aulion(6™,7)
0 D; Di+D.) \V¢* I+ 1

Cpi = (9™, 1),
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equivalentemente,
AmCm 0 : . o IZS - AmIion(QSmaT)
( 0 0) ¢ — divDVP = < I ) (5.18)
Cr = fr(o™,r). (5.19)

Denotaremos £ como el potencial electroquimico generalizado y ¥ como el poten-
cial de tasa. Definimos la densidad del potencial electroquimico £ : R? x R*V x
RM — R como,

E(®,V,r) := %WD . DV® + F(¢™, 1), (5.20)

donde F: R x RM — R es una funcién tal que

OF

S = AmTion (97 7) (5.21)
OF
o = @), i=1. M (5.22)

y el potencial electroquimico como

Elo,r] ::/BE(CD,V<I>,7‘) dm—/glf((bm—l—qﬁe)—i-fjgzﬁedij/a q¢ - ¢°dS. (5.23)

By

También definimos la densidad del potencial de tasa como
. 1 . 1
BB, 7) = S ApCd™” — i Cyi,
2 2
y el potencial de tasa como
Vg, = [ vl i) de
B

Se sigue que las ecuaciones (5.18)) y (b.19) pueden ser recuperadas a partir de los
potenciales recién definidos, lo que otorga al modelo electrofisiolégico de bidominio
una estructura de flujo de gradiente. En efecto,

0 € OV + DE <= (DV + DE, (n,€)) =0 ¥(n,&) € C°(B,R? x RM)

— <Du\p[¢'m,f] + D&, 7“],77> —0y <DU\D[¢‘m,f] + D,E[o, r],£> —0,
(5.24)

donde 1 := (77]76)’ VI=Ty U= <ue) —d con u™ = émyue — ¢§e'
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Probaremos que podemos recuperar las ecuaciones asumiendo que tanto &
como ¥ poseen condiciones necesarias para aplicar el T'CD, condiciones que se
senalaran mas adelante. Para A € (0, 1), primero tenemos que:

<D¢,5[(I>’ 7’]’ 77) — lim 5[(1) + A1, r] _ 5[(1)’ T}

—0 )\

E[@ + A, V(® + Ay), 7] — E[®, VO
_lim{/ [0+, V(@ + ). r] = @,V ’r]dx—/lf(nanne)Jrljnedx

+/ q_e-nedS}.
o8,

Como 7 € C§°(B,R?), la integral sobre 9B, es nula, luego nos queda

=B§;&MH%mV@+AWﬂ}

da:—/]f(nm+7]e)+ljned:c
A=0 B

aF m m m
—— (" + ™, 1) }

— : A
/B{Vn DV (®+\n) + Do

cm—/ﬁmm+ﬁﬁ+ﬁf¢r
A=0 B

oF
— / {Vn -DV® + — (o™, r)nm} dr — / IF(n™ 4+ n®) + Iin° dx.
B O™ B

Reemplazando ([5.21]), obtenemos
— / Vn-DV®dr + / ApLion (™, m)n™ dx — / (™4 n®) + IIn° dx,
B B B

y reagrupando e integrando por partes (suponiendo que ® € C?(B) y que 0B es
lo suficientemente suave),

= — / div(DV®)ndz + /(Am[ion(gbm,r) — 2" dx — /([f + I5)n°dx
B B B
::<_mw0v¢y+(Am@jﬁ+ﬁg‘5>n§ Vi € C2°(B,R?).

Por lo tanto,

u%g@ﬂmny:<—mwpv¢y+(Am%ﬁgiﬁg‘ﬁ),» v € C(B,R?).

(5.25)



56 Capitulo 5. Formulacion variacional para el modelo de bidominio

Ademas,
(DLW, ],m) = (D W[u™, 0], ")
_ Plu™ + g™, ] Plu™, ]
— lim /¢u +M7 ] A
A—0
= [ —{Y[u™+ A", 0]} dx
|, o
:/AmCm(u—ir)\nm)n\A:O dx
B
—/AmCmumnm dx
B
= (AnCru™ ™) Vi € C°(B,R?).
Entonces,

<Duqu[¢'m,ﬂ,n> _ <Amcm¢'m,nm> Vi € C(B, R?). (5.26)

Uniendo (5.24)), (5.25) y (5.26]),

<Dux1/[¢'m,f] n D¢8[<I>,r],n> =0 ¥y e CF(B,R?)

m AmIion(¢m7T) — ]l‘s B
— <Amcm¢ 0" + —div(DV®) + ( Iy ) ,77> =0
Vn € C°(B,R?)
N <Am0m¢h — div Di(Ve™ + V¢©) + ApLion (9™, 1), nm> =0y

(—div D;V¢™ — div(D; + Do)V ¢ — (I7 + I2),n°) =0 ¥Yn™,n° € C°(B,R).

de estas ultimas dos igualdades se obtienen la ecuaciones ((5.6)) y (5.7)).
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o7

Anélogamente,

P — &
(D£f0.r).€) = i ELTH A ER T
A—=0 A
o [ E@.Y0r 4 \] - B9, V0,1

dx

0
= [ 27 {E[2, VO, r+ AL}
5 OA A=0

M ooF

dx
A=0

(cbm,r + A&

/ Z 87“1 r)éide,

reemplazando (5.22)), obtenemos

/Zf )& da

Por lo tanto,
(D,E[®@,7],€) = (f'(¢™,7),€) Ve C5(B,RY).
Ademas,

(D.wlo™ . €) = (D™, 0], €)
Uu™ v+ A] — ¥[u™, v]

= lim
A—0

A

a m
=/85{w[u A do

A=0

Cﬂ),f) Vn € C3°(B,RM).

dx

(5.27)
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Entonces,

(Dw[gm,7],€) = (~Cyi,€) V¢ € CF(B,RM). (5.28)

Asi de (5.24), (5.27) y (5.28)),

<DU\11[¢‘m,¢~] + DT€[¢,T],§> — 0 V¢ € C°(B,RM)
= (=Cor + fT(¢™, 1), &) =0 V&€ € C°(B,RM),

de esta ultima igualdad se obtiene la ecuacién ([5.8]).

Notamos de las definiciones de los potenciales que el comportamiento de éstos,
en la variable transmembranal ¢™, es idéntico al de los potenciales definidos para
las ecuaciones de monodominio, esto es, que mientras el potencial de tasa es un
funcional estrictamente convexo en gzﬁh, el potencial electroquimico puede no ser
convexo en ¢™.

El siguiente lema muestra que el tensor aumentado de conductividad D que
obtuvimos en la reformulacién anterior sigue siendo definido positivo.

Lema 5.1. Para todo (Z) € RN se tiene que

(5) b (Z) Z (Nﬁ % S (%)2> (lal® + I1oll®). (5.29)

En el caso en que D;, o bien D,., sea un multiplo de la identidad, la desigualdad
anterior es optima.

Demostracién. Basta con demostrar m para el caso en que |[ul”® + ||v|* = 1,
es decir, podemos suponer que ||u|| = cos(0/2) y ||v]| = sen(0/2) para algin 6. Se

tiene que
(o) =w (b 520 ()

=(u+v) - Di(u+v)+v- D

> g flu+0)* + pre [J0]|?

> i)l = vl)? + pe v

= (1 =2 |ull [[v]]) + pesen®(0/2)

= p; + % — <,ui, %> - (senb, cosh)

_ oy Be ]2 (&)2
II"L1+2 lu7,+ 2 .
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A pesar de que ,uz-+% —\/ 2+ <M2€> es una estimacién razonable (y sencilla)

del menor valor propio de D, dados nuestros propositos nos sera de mayor utilidad
la siguiente estimacién (por razones que resultaran més claras mas adelante, las
cuales tienen relacion con el hecho de que el término de reaccion en las ecuaciones
depende sélo de ¢ y no de ¢°, y es la no convexidad de este término de reaccion
la que debe ser compensada con la convexidad del término de la energia cinética
para el buen funcionamiento del método numérico).

Lema 5.2. Para todo (Z) € R?N se tiene que

u u Hilbe
() D () > e 2.
i + e

Demostraciéon. De la demostracion anterior teniamos

(4) 0 (1) 2 ol ol o (530
Como
lu+0)1* = [lull® + 2u - v o]
= ||u|® + 2||u|| |v]| cos @ + ||v]|* para @ dngulo entre u y v
> [lul® =2 [[ull [loll + [[o]|*-

Continuando en (5.30))
u u 2 2 2
(4) 0 (%) 2 mthal® = 2l ol + 1) + e ol

. el ol
= ”( R TTRATHG ”))

2
p o 2m ol ||v||)

/M"‘Me ,U/i"”/jle HUH H’U,H2

HUH g ? g i ?
— (4 1) P ( - n -
||uH i + pe i + e i + e

2
Hi Hi
> (s + o) [l - ( )
i + e i + e

2
]

= i (i + pe) — (pi)?
Mﬂ%( ( ) = (11:)?)
= FBe ).
T

= (i + pae) |Jul®




60 Capitulo 5. Formulacion variacional para el modelo de bidominio

]

5.2. Discretizacién del tiempo: formulaciéon va-
riacional incremental

A continuacion, desarrollamos una formulacién variacional incremental par-
ticionando el espacio temporal en una sucesién de intervalos finitos. Antes de
presentar nuestros resultados introduciremos algunas suposiciones y notaciones.
La densidad del potencial incremental se define como,

" — gt T —1y
)

T

0 (®, VD, ) = 75 ( ) L E(@, V0, r) — (I(¢" + &) + 16}

(5.31)

donde 7 = t,,17 — t,, y el correspondiente incremento de potencial es definido
como,

Go|®, 7] ::/Bgn(@,VCID,T) dx+/8 ¢ - ¢° dS. (5.32)

By

En lo que sigue se supondra que el potencial F'(¢™,r) en (5.20)) es de clase

C?(R x RM R) y que existen exponentes v > 2 y 2* 1= N 3’ N > 3 tal que
P, < A (16" + 1 +1), (5.33)
*_ (N+2)
L™, 1) < A (6™ 7 415 +1) v (5.34)
o™l < Al 0 4+ T 1), (5.35)

para todo (¢™,r) € R x RM y alguna constante A > 0.

El potencial transmembranal ® y la variable de estado r supondremos perte-
necen a los espacios funcionales

S = {cb - (Q;m) e H'(B) x H'(B) : ¢° = ¢¢ € azs@} v V=L7(B,RY),

respectivamente, donde v > 2 es el exponente en (5.33))—(5.37).
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También supondremos que

[F(@™,r) < MO+ g™ +[rf) siy=2,p<2

|F(™ r) S N(L+ o™ = |r]")  siy>2
(5.36)

Parar €V fijo Im > 0: F(¢,r) > m(—1—|r|"). (5.37)

Parad)ESﬁjoElM,NEO:{

El menor valor propio de C,, D; y D, serd denotado por C™" ;v ji. res-
pectivamente. Ademds denotaremos por d4m y 0, las constantes elipticas:

ol;
Sym =  inf (™ J, = su Vo fr(d™,r). 5.38
o )y = s G 639)

Por tltimo, denotaremos por Cg = Cg(B,0B,) a la constante ptima en la de-
sigualdad de Poincaré:

/n(x)2 dx < Cg./ \Vn(z)|* de ¥y e HY(B) t.q. n =0 en 0Bs. (5.39)
B B

Y denotaremos por C7 a la constante optima dada por el teorema de traza:

\’77(9‘3)”%2(88) <C Hﬁ(l’)H?{l(B) < Cr HVU(QJ)H;(B)- (5.40)

Teorema 5.3. Sean F,G,,S,V,C™" ;. 10,0, y dgm las expresiones definidas
anteriormente. Supongamos, ademds que ®,, € S,r, €V y

1 , [ —Ogm O, - _
- > maX{Amgm7 C’;”m} y que I3, I € L*(B),q¢ € L*(0B,). (5.41)

T

Entonces, la forma débil de las ecuaciones electrofisiologicas semidiscretas -

5.1 adas por
(5.17), dadas p
A C Qﬁm_(bg m DV® A m m s(,,m s, €
m mfﬁ + V V77+ m[ion(q5 77')77 _[z<77 +77) [ dx
B
+/ ¢¢-n°dS =0 Vn= (7?77@> € H'(B) x H'(B) t.q.n =0 en OBy
OB

e

admite una unica solucion (®,y1,7a11) determinada por el principio variacional

o fr(¢m,r)} dr =0 V¢ e L(B,RY),

Gol i1, rna1] = g1€1£1 I7rn1€a5<G (D, r].
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5.2.1. Continuidad, diferenciabilidad y convexidad-concavidad
del funcional de energia

Demostracién. (Teorema Por el teorema de inclusiéon de Sobolev (TIS), el

teorema de traza (ver,[8]) y asumiendo las condiciones de crecimiento de F'(¢™, 1),

G,|®, 7] estda bien definida como una funcién de S x V a R (esto es, la integral

en (5.32)) es finita). En efecto, demostrar que G,, esta bien definida de S x V a R,

equivale a probar que cada parte de la integral que define GG,, es finita. Recordemos
la definicién de G,, dada en ([5.32)),

G,|P, 7] —/gn((D,VCD,r)dx—i—/ q¢ - ¢¢dS
B

0B,

_ / - (gbmw,H”")+E<<I>,V@,r>—{ff<¢m+¢€>+f:¢e}dx +/ - 67 dS
B T T

9B,
e () 3 () e (52
B 2 T 2 T T

1 —
+/§V<1>-DV‘P+F(¢’”,T)drc—/If(¢m+¢e)+lj¢6dx+/ ¢ - ¢°dS
B B

OB,

:/TlAmCm<¢ — o ) dw—/lr(r_m)-@(r_r") dr

B 2 T B 2 T T

s I
1

—I—/—V(IJ-DVq)d:H—/F(gbm,r)dx—/[f(¢m+¢e)+Ijgbedas+/ q-o°dS

\62 B JB  Jos,

Iy I I P4

(5.42)

Para I;, como ¢™ € HY(B), por el TIS, ™ € L? (B). Y como L? (B) C L%(B),
entonces ¢™ € L*(B). Por la desigualdad de Minkowski 9" = on’ gbm € L*(B),
luego I; es finita. Por otra parte, como r € LY(B) y v > 2, se tiene que r €

L7(B) C L%(B), luego por la desigualdad de Minkowski, [ — ™) ¢ £2. Por otro

-
lado, por la desigualdad de Cauchy,

() ()52l ()] e
<[ e ()

= 1C-1l,

2

J(=2)
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Por lo tanto I, es finita. Asi también el que ® € H'(B) x H!(B) por definicién
implica que V® € £L?(B) x L*(B), y

Ve DVE| < [VO| - [DVE| < [VO| - [|D],[Ve| = D], VO, (5.44)

con lo que I3 es finita. Ahora, mirando (5.33)), como r € L7(B), para ver que
I, es finita basta con demostrar que ¢™ € £2 (B), lo cual es cierto por el TIS.
Por hip6tesis IF, 15 € L2(B) y el que ® € H'(B) x H(B) implica, como dijimos

anteriormente, que ¢¢ ¢™ € L2(B), entonces por desigualdad de Holder I5 es
finita, pues

[ o)+ o de < [ gzt + [ (o) do s [ (10| do
B B B B
SN N oy 0™ 2y + 15 1| c2) 19°M 22y + I1LEN 22y 19° | 2s5) -

Por tltimo, para 9B,, por el teorema de trazas, H'(B) — L2*(0B), entonces como
¢° € H'(B) tenemos que ¢°¢ € L%(OB). Y por hipdtesis ¢¢ € L2(9B,), luego por la
desigualdad de Holder

/as 1¢°0°] dS < |¢°[| 2(0m,) 19° | 2208, < 20
q

es decir, I es finita. Esto demuestra que G,, esta bien definida como funcién de

SxValk.

Con el fin de aplicar la Proposicion |3.1}, es necesario probar que G,, satisface
las hipétesis senaladas. Comenzaremos por verificar que se satisfacen (a) y (b),
nuevamente por el TIS junto con laProposicion [{.4] y el teorema de traza, se
sigue que (G, es continua en ® y en r con respecto a la convergencia en norma en

HY(B) x HY(B) y LY(B), respectivamente:

Vr € V,® > G,[®, 7] es continua con respecto a la norma de H'(B) x H'(B) y
(5.45)

Vo € S,r — G,[P,r] es continua con respecto a la norma de £7(B). (5.46)

Nuevamente probar esto equivale a probar la continuidad para cada una de las

integrales que define G,,. Ahora, como H!(B) y £7(B) son espacios métricos, basta

con probar la continuidad por sucesiones. Primero probaremos ((5.45)): sea {®;} en

una sucesion tal que ®; — ® en H'(B) x H'(B), es decir, ¢* — ¢™ en H'(B)

y ¢5 — ¢ en H'(B). Por TIS

ngﬁgn - ¢mH£q(B) < ngﬁzn - ¢mHH1(B) Vg<2'y
Hgbj o ¢6ch(3) < H¢§ o gbeHHl(B’) Vg <27,
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y como 2 < 2%,

¢ — ¢Men L*(B) y ¢5 — ¢°en L*(B) (5.47)
luego
o = on e i en L*(B).
T T
Pero,
7 e T £2(B) T T £2(B)
por lo tanto
’ o — oy ¢m
T £2(B) £2(B) 7

luego I es continua con respecto a ¢™ en H!(B). Por (5.44) y la Proposicién
B B

entonces I3 es continua en ® con respecto a la norma en H'(B) x H!(B). Lo mismo

ocurre con I4: por (5.33) y la Proposicion

/BF(¢;”,T>dx—>/BF

es decir, I, también es continua en ¢™. Ahora para [5: usando ((5.47)), como 17, I¥ €
L2(B), por la desigualdad de Holder,

/B B0 — 6™) + (IF + I2)(6% — °)| da
< [y —om+ [ 15— o) do+ [ 12065 - )] da

S H[zSH£2(B) H(#]n - (bmHLQ(B) + HIfHLQ(B) H(bj - QbeHEQ(B) + “15”112(3) ||¢§ - ¢6H£2(B)7
S—— M —

/ N \{ /
<00 ;:0 <00 —0 <oo —0

entonces I5 es continua en ®. Por tultimo, para Ig, por el teorema de traza,

H(bj B ¢6H32(33) < H‘bj B (beH}tl(B)’

por lo tanto ¢§ — ¢ en L*(0B,). Como ¢°¢ € L*(0B,) se tiene, por la desigualdad
de Holder,

/ |42+ (5 — )] dS < [l¢°llog, [|65 — &l £(om,)
98B, N——\ 4

TV
<oo —0
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luego,
/ FoodS — [ @ o0 ds,
0B, 0B,

es decir, I es continua en ¢°. Hemos demostrado que G, [®;,r] — G,[®, 1], esto
es, G,[®, 7] es continua en ® con respecto a la norma en H'(B) x H(B).

Ahora, para probar ([5.46)), sea {r;};en una sucesién tal que r; — r en L7(B),
con vy > 2. Por (5.43)) y la Proposicion
T“) -C, (T — r”) dz,
T T

L) e (2 e — [ (7

por lo tanto I es continua en r con respecto a la norma en £7(B). Lo mismo

ocurre con I4: por - y la Proposzczon

/F( dx—>/ (o™,

es decir, I, también es continua en 7. Se demuestra asi que G, [®, ;] — G, [P, 1],
esto es G,[®, 7] es continua en 7 con respecto a la norma en £Y(B), si v > 2.

Lo segundo es verificar que G, [®, r] satisface (b) y (d). Para cada ® € S fijo,

por (5.42)) tenemos que

2
r—"rn

Y

G, 7] < C(D, b)) + /B F(o™ 1) da — %Tc;nm

T r2

donde C(®,¢) = I) + I3 — I + Is (aqui es fundamental recordar que C, es
simétrica, definida positiva y C™" es el menor de sus valores propios). Ademas,

2

2 2
r—Tn > 72 _ [[rnllze

EQ(B)_ 272 T2 7

T

luego

1 1 22 n 22
Gp|®, 7] < C(®, ;') + / F(¢™,r)de — 570:“” (”TH£ _ lIrall ) :
B

272 T2

Entonces, si v = 2, gracias a (5.36]) y recordando que ||r{|,, = ||r|| ., tenemos que
para cada ® fijo:

* 1 ; 22 n 22
G,[®,7] < C(®,67") +/\/l/ (I6™ " + [P + 1) do — SrCm (“THﬁ _ lrall )
B

272 72
< (@, ff,rn)—/ (OT—|T|2—M|7“|p) dr
B 4T
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Analizando la ultima desigualdad tenemos que si |r| > 1 entonces

C;mn 9 ) ) C;mn M szn C;mn
-r _ - _ 2 ) > Zr _
ym =M |r|" =r ( ym ]r|2_p> > ( yp /\/l> ( y /\/l) M,

ahora si 0 < |r| <1 tenemos que |r|” <1, luego,

C’mln Omln len
M > & r|—M>< M)W—M

4T

en ambos casos

S M 2 ((’% - M) - M,
entonces )
Gol®, 1] < C(®, 67" ) — (CW - M> / rf? da.
4T B
Concluimos que llerg G,|®,r] = —oo. Ahora si v > 2, también obtenemos este

[I7]l,,—>00

limite pues por (5.36))

2
T —Tn

G,|P,r] < C(P,,) —i—/\// (|qu|2* — "+ 1) dx — %TC:M”
B

T r2

< (@, D,) +N/ (16" ~ I +1) da.
B

Anélogamente, para cada r fijo, por (5.37) y (5.42)

1 m m 1
G, [®, 7] z/TﬁAmcm (¢ — ) d:v+/§V<I>-DV<I>da:+/<—1—Ir|”)da:
B B

B

- / I3(6™ + ) + 6F do + / G- ¢°dS + Cr,ry),
B

B,

donde C(r,r,) := —I5. Considerando el Lema y la desigualdad de Holder,

A C m € S m
Gy[®, 7] > i 1+ tmin VO™ | 2208) + timin V6 223 = 151 22y 167 22
- ||[f|’£2(3) 10N 225y — 12N 2y 9% 22y — Na°ll 2208, 19°1| 2208,
+ C(r,rn, o)
A C m m € S m
=) ar 6™ 2+ pmin |V ||L2(B)+Mmm||v¢ ||c2(5) L] 2y 197 || c2s)

- <||]f||52(3) + HISHLQ(B)) 16 228 — 1% 2208, 19°1] 22008,y + C (1,70 &3).
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Por (2.3), (5.39) v (5.40)) tenemos que [|¢°| z2(g5,) < C [0l 5) < Cr [[VO° | 22(5)

uego

Gulr] > [ Anln

s m m||2 ell2
—|11; 2y 10™ 1] 2y +Hmin |V O™ [ 225y Fmin [V O || 225)

5
- (Cg ||I¢S||£2(B) + Csll 2]l 25 + Cr ||q_eHz:2(azaq)) VOl 25 + C (1, 97),
(5.48)

y en vista de la Proposicion [{.5 tenemos,

Guld,r] 2 CUIVO™ 225y = 1) + banin V6™ 225y + CUVE gy — 1) + O, 677)
> C(|0 ) — 1)
De la ultima desigualdad concluimos que gg G[®,r] =00 VreV.
[[@]ls—o0
Lo tercero es verificar que G,,[®, ] es estrictamente convexo-céncavo. En efec-
to, primero fijando r € V), sean ®; := (?fg) , Py = ?fg) eSSy e (0,1),
definamos @) := (1 — A\)®; + AD,. Debemos demostrar (2.8)), i.e.:

(1 - )\)Gn[(Pl,T] + )\Gn[q)gﬂ“] - Gn[q))\ﬂ“] Z 0.

Aplicamos (4.34]) a las funciones cuadraticas que definen GG,,. Primero analicemos

T (¢ a L ) Definiendo H (o) := T§AmCmU27 o € R obtenemos
T T

.y (¢m w)HH(w ¢m> <¢m7¢m)

Am m
= A1 N (g - op. (549

1
Ahora para E(®, VO, r), tomemos H (o) := 30 Do, o € R* entonces,

(1= NH(V®,) + AH(V®D,) — H(V®y) = %)\(1 — A V(®y — ®y) - DV(Py — D).

En el caso de F(¢™, ), el teorema de Taylor nos dice que,

(¢™ — o%)?

F(¢™) = F(@X) + F(@X) (@™ — o) + F'(§)——

con & entre ¢y @Y’
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luego

m __ Am\2
P(T) = F(33) + P68 — o5 + F6) P B con gy entre gt v 63, v

m __ Am\2

P(65) = F(33) + P63 (65 — o5) + F(6) B con 6, entre gy 6
Entonces,

m o Am)2 m _ 4im)2
(1= M)+ () — F(5) = (1= ) (6) P ATy A0
pero @' — ¢ = —A(¢5" — ") v 95" — @Y = (1 — A)(¢5' — ¢7") luego,
_ (1 o )\)F//(&))\2 (ngn _2¢71n)2 + )\F//<£2)(1 _ )\)2 (¢72n _2¢71n)2
=GO ) AAPE) + (- NP
- 2 1 2

a2F m __ Im\2
> <R1;<I'IlRfM (a¢m)2) (¢} 2¢1) (1= M)\ (5.50)
Asi
(1 =N E(®) + AE(P2) — E(P))
1 a2F m __ Im\2

> SAL = N)V(@2 — B1) - DV(®y — 1) + <R1;<IgM (a¢m)2> (¢5 2¢1 ) ML= ).

Y en el caso de {I7(¢™ + ¢°) + I5¢°}, es lineal tanto en ¢™ como ¢°, luego es
convexo. Por lo tanto,

(1= 2)gn(P1) + Agn(P2) — gn(Pr)
> JACI (65— 61 4 AL ATy — ) DY, )

o T (5 oy
(o, ) T

J A=)
- 2

A
{ " (G 7 4 V(@ — B1) - DY(@, )

¢ aQF m m\2
(ot ) 08—}

Notar por tltimo, que la integral sobre 0B, es lineal en ¢°, luego ya es convexa.
Asi tenemos:

2
M1 -\

(1=X)G[ @1, r|+AG, [ D2, r| =G [(1=X) Dy, 7))
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A,,Ch A2 B . _
-/ { (g — 67+ V(@ — 1) - DY (@, — @)

inf 82 m\2 d
- (3 o) (0 — o
O
RxkM (D)2

Por definicién ((5.38)), dgm := meA 8(;()”( mor) =
RxR m

(¢™, 1), luego

- /B {A " (G G 4 V(@ — 1) - DY (s — 1) + (65 ‘W} "

AnCh,

Usando el Lema|5.4V(Py — &) - DV(Py — &) > 'ufe IV (7 — ¢™)|]%, luego
9% He

AnCr, iMe m_ m
> (A2 w6 [or - opras L2 [ 9(p - ol do

Por 1ltimo como D; y D, son definidas positivas, se tiene

AnCh,
> (225 a0 [y - opas

lo que prueba, en virtud de (6.20), que G, [-, r] es estrictamente convexa para todo
r € V. Pues:

ApCry 1 S
Ogm — .
+0pm >0 = —> i

Del mismo modo, G,[¢,r] es estrictamente céncavo en r. En efecto, fijando
d € S, sean ri, 1 € V, y A € [0, 1], definamos ry = (1 — A)ry + Arg. Por demostrar

, ie:

(1= N)Go[®,71] + AGL[®, 5] — G [®, 7] < 0.
Andlogamente, distinguimos las funciones cuadraticas que definen G,, y aplicamos

m o 4m —-r, 1
4.34). Primero analicemos 7V (¢ o : i ) Definiendo H (o) := T50 -
T T

C,o, 0 € RM obtenemos

(1-\H (“ - T")HH (” - r")—H (“ — T") = A=A (e Cora—r1).

T T T 2T

Ahora para E(®,V®,r), sélo nos interesa F(¢™, r), entonces tenemos

(7“2—7"1)2

(L= NE(r1) + AF(r) = F(ry) = ==

AL = VAR (&) + (1 = N F" (&)}
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con & entre r; y ry, para ¢ = 1,2

< (sup 62F) (=)’ gy,

RxRM 07“2 2

Notar ademés que {If(¢™¢°) + I5¢°} no depende de r, por lo tanto,
(1 - )‘)gn(rl) + )‘gn(TQ) - gn(T/\)

< _%/\(1 —A)(rg =711) - Co(ry — 1) + ( Sup 62F> = _2r1)2/\<1 - )

RxRM 07”2
A1 —=A 1 0*F
< (T) {—;(rz —711) - Cp(ry — 1) + <RquRpM 52 ) (rg — rl)z} .
Notar, por dltimo, que la integral sobre 0B, tampoco depende de r. Asi tenemos:
2
m((l - )\)Gn[®7 7"1] + )\Gn[@, TQ] — Gn[q), T‘)\])

1 I*F
< /B {—;(7“2 —ry) - Cr(rg — 1) + (RSXHRPM W) (rg — 7"1)2} dz;

2
por definicién (5.38), §, :== sup V,.f"(¢™,r) = sup 5 (@m 7)
RxRM RxrM OF
1
= / {—;(7“2 — 7'1) : CT‘(TQ - Tl) + 6T(r2 - Tl)Q} dr.
B

, ) . .
Como r - Cpr > C™ ||r]|”, con C™ el menor valor propio de C,,

szn
s( +5)/||r2—r1|| dz.

lo que prueba en virtud de que G,[®P, -] es estrictamente céncava para todo
d € S, pues:

Gy 16
+6, <0 <:> - >
T Cmm

Por dltimo nos queda probar que G, es Gateaux diferenciable, siempre que
F(¢™,r) satisfaga las condiciones de crecimiento ((5.33])—(5.35)), y que sus derivadas
parciales estan dadas por

(DG, [P, r],n) = / AmCm—gb ; On n™ + DV® - Vn+ ApLion (6™, r)n™ dx
B
- / (™ +n°) +I§nedﬂs+/ q¢ - n°ds,
B 0B,

Vn = (7;:) € H'(B) x H'(B) t.q. n = 0 en 0By
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(D, G, [@ /5{

En efecto, para A € (0,1) y n € H'(B) x H'(B) t.¢. n = 0 en 9Bg, por
definicién (2.10)) la derivada parcial de G,, con respecto a ® corresponde a:

(o™, )} dx, V¢ e L£V(B,RM).

R Gn[q"F)\T}J’] _Gn[q)vr]
<D‘I>Gn[q)7r]un> - )\lig{r A

. {/ (@A, V(PHA0), 1) g (D, V1) +/ (& )~ ds}
B 0B,

A A

o o — gn(®, VO _
) gn(® + A0, V(@ 4+ An), 1) — g2 (2, VO, 7) d:H/ -t dS.
=0t /g A 0B,

Nos gustaria intercambiar el limite con la integral, para esto notamos que:

Gn(® + A, V(@ + A;\?), r) = ga(®, V) %‘;" (® + sn, V(P + sn),7) ds
0

+f

A
n™ ds—l—][ |V - DV(® + sn)| ds
0

luego,

In(®+ A, V(O + M), 1) — gu(P, VI, 7)

)\
A
<f
0

T
A
_|_f
0

A
ds + ][ |17 (n™ 4+ n°) + Iin°| ds.
0
Acotando cada parte, tenemos primero:

AnCh (¢ 5 _¢")nm
T

gy (

® + 51, V(P + sn),7)| ds

—— (™ + 5™, )™

o™

AmCm m m m m
— (" ™|+ lon']) [n™|

Am Cm

<

m m m|2 m m
(™ 1™+ 0™ + |l In™]) -

Como ¢™, o™ n™ € H'(B), por el TIS, ", o™ n™ € LY(B) Vg < 2*, con esto
™% 10517, In™[* € £1(B). Por la desigualdad de Holder, [¢™] |n™[, |¢7| [n™| €
L(B) pues,

/ch’”l " < @™ g2 1™l 2 < 00y /Icﬁl "™ < 6™ M2 0™ (] 22 < 00,
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AnCh, ((b S0 = o ) "

T

€ L£Y(B). Del mismo modo,

lo que muestra que

V- DV(@ + sn)| < [Vl [| D], [V(® + sn)]
< [Vl [ D, (Ve[ + [Vn])
< 2| Dll, (Ve + [Val).

Como ®,n € H'(B) x H'(B), por definicién V&,V € L2(B) x L2(B), con lo que
D], (IV®)* + [Vn|*) € £1(B). Ademés,

OF

a(bm (¢m + 577 ) = ‘AmIzon(¢m =+ 377m, 7")77m| Yy por 534

gAmA<|¢m+snm|* ) +1)|nm|
< e (0 7 A5 1)

< AnA (6™ 1™ + Al |nm|+|nm|)

<2 AL A (|67 + Al + A g+ Bl

Nuevamente como ¢™, n™ € H'(B), por el TIS, ¢™,n™ € LI(B) VYq < 2%, con
esto [¢™* , |n™*", |n"| € £LY(B). Ademss, por la desigualdad de Hélder,

m Y(N+2) ]37_']\,[2 % mﬂ % v(N+2)
/|r W< ([ (1) e #5) T = e e < oo,

oF

asi ]7’] \nm\ € LY(B) y por lo tanto 9o — (@™ 4+ sn™,r)n
2™ A1)+ Ien®| < [ g™ + 0|+ L2 ]

< L™+ el + 122 ]

€ L'(B). Por dltimo,

por (6.20) y como n™, n°® € LI(B)Vq < 2%, por la desigualdad de Holder,|I7| |n™|,
2| ] v 112[ In°| € £1(B), pues

/B\ffl "] < N 2y 1107 M| 22y < 00 /B![fl L < NN 2y 10Nl 2y < 00y
LT < IHE N 2 sy 107l 22y < 004
B

luego |I;(n™ +n°) + I.n°| € L'(B).
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29
SE(@+ 50, V(@ + 5m).7)

forme con respecto a A). Por el TCD podemos intercambiar el limite con la inte-
gral, con lo que G, es Gateaux diferenciable con respecto a ® y la derivada parcial
esta dada por:

A
En resumen, ][ ds tiene una cota integrable (uni-
0

<D¢Gn[(1)a T]v 77>
d d — b, VP _
— lim gn( +)\77,V( +)\77),’l”) gn( av 7T) d17+/ qe .ne ds
A=0t Jp A 0B,
dgn -
= 8—9/\[<I>—|—)\77,r} dm—l—/ q°-n°dS
B A=0 OB,

T — OF
:/{Am(}m(ZS i Z O 'r]m—l—Vn-DV((I)—l—)\n)—i——a¢m(¢m+)\nm,r)nm}
B

A=0
= [zt )+ 2nYdg + | @ods
B 0B,

oF

— / {Amom—¢ — o N+ V- DV +
B T oloul

+/ q°-n°dS

0B,

— / {Amcmwnm +Vn DV + Ay Lign (™, r)n™ — L7 (n™ 4+ n°) — Ijne} dx
B

-
+/ q¢ - n°dS.
o8,

Anélogamente probaremos que G,, es Gateaux diferenciable con respecto a r.
En efecto, para A € (0,1) y & € L7(B), por definicién (2.11)) la derivada parcial
de G,, con respecto a r corresponde a:

(@™ Py — L™ + 1) fgne} da

Gn[q)a T+ )\f] — Gn[q)a ’l“]

(D, G,[®,7r],£) = lim

A—0t A
— m gTL(CI)aV(I)aT‘i_)‘f) _gTL((I)?Vq)?r) dr.
)\*)O+ B )\

Aligual que anteriormente nos gustaria intercambiar el limite con la integral. Para
esto notamos que:

P,V — Gu(®, VD A
0 (0.V0 000 BV _ [ 91 1 i)
0
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luego,

gn (D, VO, 7+ X) — g, (D, VD, 1)
A

][
1

Acotando cada parte, tenemos primero:

g
—(®d. VO
85( .V ,r—l—sﬁ)’ds

A
<f
0

r—+s&—r,

&G or

+§-8—F(¢m,r+s§)’ ds

r+4s&—r,
g.grf

A
ds+]€ 5.88_]:(¢m,r+sg)‘ ds.

r+4s&E—nr,

r+s&E—r,
T

o

< ICvll,

¢

Or
<IN 1y 1) 4 ke

C,
Il (01 k1 + 1€+ 1 ).

Como 7,1, € L7(B), v > 2, [r|*,|ral?,1€]* € L£Y(B). Por la desigualdad de
Holder, |r| €], |r.| €] € £LY(B), pues,

4MMSMWMW<MYLWMKWMMM@<®

r4+s&—ry
T

6'07’

lo que muestra que

e LY(B).

Por ultimo, por (5.35)),

R e R A
< A" + I+ 1) I¢
< A" F 0 4 (Ul + 1l +1) I
< A(Jo" P gl + (vl + 1) + lel)
<27 A (6" fel + Irl” + g + I¢1)

Nuevamente como 7,& € LY(B), v > 2, |r|",[£]",[¢] € £Y(B). Ademds como
o™ € HY(B), por el TIS, ™ € L1(B) Vq < 2* y por la desigualdad de Holder,

oo < (faonrom=) T (fier)” =1emE e < oo
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w11 F
luego |¢™|* ') |¢| € £Y(B) y por lo tanto |£ - aa—r(qu,r + s&)| € LY(B).

En resumen, ][

0
podemos intercambiar el limite con la integral, luego G,, es Gateaux diferenciable

con respecto a r y la derivada parcial esta dada por:
Gn(@, VO, 7+ XE) — g, (P, VP, 1)

Ign . :
89 (O, VP, r + s&)| ds tiene una cota integrable. Por el TCD

(D, G,[P,7],&) = ,\hj(r)l+ i > dx
9Gn
= O, VO, A d
O — (D, VO, r + X) - T

dx
A=0

=/ {er-a 2 e S i)
B T T

—r, 0
:/Bf'{_crr TT +a_f( m,T,)} dx
:/Bg.{—C U ((bm,r)} dx

El teorema entonces se sigue de la Proposicion [3.1] notando que ® +1n, & —n
y r+ & r— & pertenecen a S y V, respectivamente, para todo ® € S, n €
Ho(B) x Ho(B) y r,§ € L7(B,RY). O

5.3. El problema efectivo de minimizacion.

Como se dijo en el capitulo anterior, para el propédsito de aplicacion de elemen-
tos finitos, se considerara resolver el problema de maximizacién localmente. En el
caso de bidominio, al igual que en monodominio, también se tiene que maximizar
el potencial incremental con respecto a r es equivalente a la maximizacién de la
densidad del potencial incremental. Por lo tanto, el problema de electrofisiologia
se puede reescribir como

gléng P, (5.51)

donde
/ng 0. Ve@) e+ [ ) o) as
lo cual, en vista de ) v - queda escrito como
o] = {%V@(QJ)DV@(%H%(W(%),ﬂf)—ff(x)(¢m($)+¢e(ﬂf))—15(33)¢6(:U)} a
+/ q¢(z) - ¢°(x) dS, (5.52)
0B,
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con

]’Ln(qu,l’) — n;ﬂé}}é {T@Z) <¢m —f{zn(l')’ r— :n(x)) + F(Qbmﬂ“)} 7¢m c R,ZE € B.
(5.53)

Lema 5.4. Si para todo ® € S existe rgm € V tal que
- (d)m(x) ;W(l’)’ Wﬂ(fﬁ)T— r”<x>>+F(¢m(Q;),r¢m(J})) = ho(¢™(x),2) Vo € B

(5.54)
(es decir, si para todo x € B es posible elegir un rym(x), en el cual el mdzimo en
se alcanza, de tal manera que rym : B — RM como una funcion de ,
pertenezca a V), entonces

H,[®] = mdx G,[®,r] VP € S.

rey

Demostracién. Sea & € S y supongamos que ([5.54)) se cumple. Entonces, por
un lado,

i D r| > D, rym
IPGaS(Gn[ 1] > G| P, rym]

:/{Ech.quww ((bm_w,”’m _r”) +F(¢m,r¢m)} dzx
B 2 T

T

—/{ff<¢m+¢e>+1:¢6} dx+/ 7.6t dS
B 15)

Bq
:/{EVCI)-DVQD—th((;ﬁm,x)—]f(¢m+¢e)—lj¢e} dx+/ q¢ - ¢°dS
s 2 OBy
= H,[P].

Por otro lado, para todo r € V

Gl = [ {500 D90 o (TSI L pnn ) e
B2 T T
- [ o) 4 oy dos [ peras
B 15)

By
1 m s am e Sh¢ I ¢°
S/B{§V®-DV<I>+hn(¢ yu) — I (¢ +¢>_Ie¢}dx+/asqq o
= H,[D].

entonces, mé]?( Gn|®,7] < H,[®]. Finalmente, H,[®] = még( Gp[®,r] VO € Slo
re re
que completa la demostracion. O
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Como mencionamos en el caso de monodominio, los métodos de descenso de
gradiente son ocupados en la soluciéon numérica de , de forma particular una
iteracion de Newton-Raphson garantiza la convergencia del método si la funcién
en cuestién es estrictamente convexa [3]. En nuestro caso, la funciéon F(¢™,r)
que define la densidad del potencial electroquimico puede ser no convexa y por
tanto la convexidad del potencial incremental efectivo puede no estar garantiza-
da para valores grandes del paso de tiempo 7, interviniendo en la eficiencia del
método. Este problema es reparado en la siguiente proposicién, donde se prueba
que cuando 7 — 0 el potencial incremental llega a ser estrictamente convexo, lo
que implica que el algoritmo de minimizacién converge a una tnica solucién para
7 suficientemente pequeno.

Proposicion 5.5. Una condicion suficiente para que H, sea estrictamente con-
vera es que
—Ogpm
)
AnCrm

1

- >

-
dgm definido como en el Teorema [5.5,

Demostracion. Para todo ¢ := (92516) ,®y = (¢26) € R?, sea O := (¢é) =
¢1 ¢2 ¢)x
(1 = X)Py + ADy, luego

rcRM

(o EE ) s pepn) |

Mientras que para todo r € RM por lo ya hecho en (5.49)), se tiene,

(1-N)ry (W—%"’ r—m) - xr (qsg”—w’ r—m) e (qsxz—w, r—m)
T T T T T T

A1=)\) A,,C,,
> (12 ) (g — )’

(1= ) + M) = mis {10 (o (2, 20 ) o))

y por lo hecho en ([5.50)

A1 =X 0?F
(L= NP ) + AR r) — P 2 202 it o (o = o

Por lo tanto, Vr € R

{(1—/\) <T¢ (W;gb"m, Tj”) +F(¢T,T)) +A <r¢ (%m;w, T_TT") + F( g@,r))}

V—pr r—ry, AM1=-XN) (ACh ) 0’F
> (ro (B 20 yrtopn) + 2052 (225 e 2 oo,
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. sz ZOn m z 82 m
por definicién (5.38)), dym = ergMA 8¢m (o™ 1) = R><]RfM @2 5 (@™, 1), luego
Vr e RM
. ng — Cbzl =Ty m /\(1 — /\) AmCm m m\2
= (T'lp ( - y - + F(¢A ,7”) + 9 - + (5¢>m <¢2 ¢1 )
y entonces,

(L= V) 4 Al (03) 2 o)+ 202 (2252 46 (o — oy

De todo lo anterior se tiene que,

(1= N HOF] + M [65] ~ Hl6}]
> A 9@ -0 09— 0 + (2252 i) (o7 - ot a

Usando Lema con [i;, ite €l menor valor propio de D;, D,, respectivamente,

A1 =) Hifbe S A,.C., o
S {/BMWHV<¢2—¢1>|| dw+( - +§¢m>/8(¢2—¢1)dx}

ademds tanto D; como D, son definidas positivas, luego

AM1=X) [AC m m
> (2 >( - +5¢m>/8(¢2_¢1)2dx

]

5.4. Aplicaciéon al modelo de FitzHugh-Nagumo.

Nos interesa estudiar el modelo de FitzHugh-Nagumo pues, como ya menciona-
mos, este ha sido usado en el modelamiento de la actividad cardiaca en mamiferos.
Los términos fuentes de las ecuaciones de electrofisiologia de FitzHugh-Nagumo
para el modelo de bidominio corresponden a (ver [6]):

Lion(¢™, 1) = h(¢™) + Or, (5.55)
fr(@" r) =ng™ =, (5.56)

donde 6,7n,v € R, son constantes y h € C'(R) es una funcién cibica tal que
i%f h' > —oo. Particularmente, al igual que en el caso monodominio, consideremos
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la forma presentada en [I6] [I7]: los términos fuente y el potencial de tasa toman
la forma,

Lion (9™, 1) = c10™ (9™ — a)(¢™ — 1) + cor,
(@™ r) =caldp —dr)y

. . 1 . Is
Wil = [ (o i)de = [ 5607 - i do
B s 2 2b
respectivamente, donde o € R es un umbral para la activacién eléctrica; c¢q,co €
R, son constantes positivas que representan la tasa de excitacion y el decaimien-
to de la excitacion, respectivamente; y b,d € R, son constantes positivas que

representan la tasa de recuperacion y el decaimiento de la recuperacion, respecti-
vamente. El potencial electroquimico generalizado toma la forma

Elo,r] ::/BE((P,VCI),T)dx—/g]f(¢m+¢e)+]§¢edx+/8 q¢ - ¢¢dS

= /B {%ch DV + ¢ G(¢M)4 — uLSO‘)(gbm)3 + %(¢m)f>q + e (qur - gr2> } dz

- [ ren o) redos [ goas

a8,

donde E : R? x R?Y x R — R es la densidad del potencial electroquimico la cual
puede ser no convexa.
Proposicion 5.6. Supongamos que N < 4 y que

1
(@ —a+1)

T <

(5.57)

entonces, las ecuaciones electrofisiologicas semidiscretas de FitzHugh-Nagumo

—¢n+1 — &n + Lion (931, Tn1) — AV(DiVOL ) — div(DiVe] ) = Li(2, taga),

-
(5.58)
— le(DZV¢;n+1) - ChV((DZ + De)vgbe_I) = IZ(JJ, tn+1) + Ie(l‘, tn-‘,—l) (559)
Tntl —Tn b .,
= — " (@n+1, Tns1), (5.60)
T Co
admiten una unica solucion débil (o) |, Tms1) determinada por las relaciones

rn + 0T
H,[®, ] = min H,[® Ty = ———— 4L
[®ns1] @eHl(B)leI(B) [®] v i 1+ dbr

P¢=¢° en 0By

donde H,[®], dado por (5.59), es estrictamente convezo.
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Demostracién. Esta proposicién se sigue del Teorema [5.5, el Lema y la
Proposicion [5.8, una vez que comprobemos sus hip6tesis. Notar que por las defi-

niciones (5.58]), (5.59) y (5.60)), en comparacién con ((5.15)), (5.16) y (5.17)) se tiene

A,=1,C,=1yC, = C—bQ Ademas para

(14 )
3

Flomn) =ar (3lom! = S5 + 7]+ (omr- 52)

verificamos las condiciones de las definiciones (5.21)) y (5.22]) con M =1,

s = ea((6") = (14 (@™ + g™ +ear
= cl¢m(¢m - 1)(¢m — Oé) + cor
- Iion(gbmﬂn) y

0

o= ea(en —dr) = [7(6"r).

Ahora, con el fin de utilizar el Teorema queremos probar que F' satisface las

hipétesis f con v = 2. Para probar es suficiente observar que:
[F (o™, 7)]

< (Lromt+ LD g1y + B (om 4 1) e (LS - 5)
< <%+M+%+%) \¢m\4+#r2+cl (1§a+%>.

Las condiciones ([5.34)—(5.37)) se prueban de forma analoga. Por lo tanto, (5.58)),
(5.59) y (5.60) admite una tnica solucién débil (¢}, 7,41) determinada por:

Gn|Pni1, Tnt1] = min max G, [P, r]. (5.61)

deS rey

Para verificar la hipotesis del Lema (5.4}, notar que:

hn(Q™, 1) = meéﬂi{ {7’ <¢m — qb?? r :_rn> + F(gzﬁm,’r’)}

T

(&
(5 5 (52 ) o)
{%w _ %M +F(¢m,7”)} :

T
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Con esto,

ha (6™ (), ) = T (Wm) - (@) Tgm (””)T_ T”(x)) 4 F(¢™(z), rem(z)), Yz e B

(0™ (x) = ¢n'(2))* o (rgm(x) —

T b T

= b (6 ().2) = & ( udCl) ) F(6™ (@), rm (2)

~eltan D 2 1al@) O 0y, g (2)) = 0
PN —co(rym () — () + co(¢™(z) — drgm(z)) =0

br
n bro™
i i)

Asf la condicién (5.54) se cumple automdticamente pues r,(x) + bro™(z) €
L2(B), ya que r,(z) € L2(B), ¢™(z) € H'(B) y por la desigualdad de Minkowski
se tiene que rym(2) € £L2(B). Entonces, por el Lemal5.4

H,[®] = mix G,[®,7] VO € S. (5.62)

—

aIion
Y por tltimo verificamos las hipotesis de la Proposz'cz'én El valor de H%n% o
X

se obtiene de,
811'071
dp™

(@™, r) = c1(¢™ — a)(¢™ — 1) + c1¢™ (20" — a — 1)
=c¢; (3(¢™) — 209" — 2¢™ + @) .
Esta expresion alcanza su infimo en:

1
cl(6¢m—2a—2):0<:>¢m:§(a+1) con ¢; # 0,

luego,
s 8-[1'071 o —C1 9 B -
xR O =3 (@"—a+1) <0, pues, A=/(-12—-4-1-1<0.

Por lo tanto,

—C 9 . —5¢m C1 9
dgpm = — (" — 1 = —(a” — 1
& 3 (o —a+ )yse81guequeAmCm ( a+1)
Por (5.57)),
—Ogm - 1
AnCp T
entonces por la Proposicion[5.5, H,[®] es estrictamente convexo. (5.63)

En conclusion de (5.61)), (5.62) y (5.63)) se tiene esta proposicion. O
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Capitulo 6

Aproximacion en tiempo continuo
y estimacion uniforme del error

Consideremos un sistema de ecuaciones de la forma:

U(t) = A(W(t) + B(y(1)) (6.1)
donde 1 (t) representa la solucién para cada tiempo ¢ > 0y A, B son dos operado-
res. Consideramos ahora la discretizacién de (6.1), la cual reemplaza la solucién
Y(t) por una aproximacién i, = ¥(t,) en el tiempo t, = nrt, donde 7 corres-
ponde al paso de tiempo. Una discretizacion semi implicita es aquella donde se
expresa A(1) implicitamente y B(1)) explicitamente, es decir, esta se reduce a un
método explicito si A(¢)) =0 y a un método implicito si B(1)) = 0. Por ejemplo,
combinando el Backward-Euler implicito y Forward-Euler explicito, obtenemos la
discretizacion semi implicita:

77Z)n+17- ¢n _ A<wn+1) + B(Q/}n) (62)

Por otro lado, consideremos las ecuaciones del modelo de bidominio ({5.1))-
(-3), (B-9)-(5.14), junto con los términos fuentes dados para el modelo particular
de FitzHugh-Nagumo (5.55)) y (5.56)), es decir, el sistema de ecuaciones electrofi-
siologicas a considerar Corresponde a:

A (Cord™ + h(¢™) + 0r) = div(D; V') + I?,
A (Cor™ + h(¢™) + 0r) = — div(D.V¢°) — I?,
Cyr =ne™ — ~yr, (6.5)

Con condiciones de borde,
—D;V(¢" 4+ ¢°)-n=0, z€IB,
¢ = ¢, x € OBy,
—D.V¢®-n=q° ze€dB,

83
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y condiciones iniciales dadas por,

¢"[t=0 = &g’ (z), (6.9)
¢ li=o = 05 (), (6.10)
rli=o = ro(®). (6.11)

En principio para el modelo de bidominio —, quisiéramos estudiar
7 — 0 para el problema de Backward-Euler implicito dado que son métodos
numéricos mas robustos y permiten tomar pasos de tiempo més largos (resolver
menos sistemas de ecuaciones, asociados a un menor costo computacional). Sin
embargo estd fuera del alcance de las técnicas que poseemos actualmente y se
pospone para un trabajo futuro. La ventaja de trabajar con la semidiscretizacién
mixta es que nos lleva a un problema de minimizacién pura (en lugar del
problema minmax que tenfamos anteriormente); lo cual se traduce en propiedades
de disipacion energética que simplifican el analisis, como veremos durante
las demostraciones.

6.1. Discretizacién del tiempo: formulaciéon va-
riacional

Para propésitos de este capitulo escribiremos el problema antes presentado
—, — en una forma ma&as compacta, para ello en esta seccién
introduciremos algunas notaciones y suposiciones preliminares antes de presentar
nuestros resultados.

Considerando las definiciones dadas en el Capitulo [J para el modelo de bido-

minio, denotaremos por u := (¢, ¢% 1r) € S x V al vector de tres componentes

que determina el estado eléctrico del corazon. Definimos
V= L | K6, H(™) = h(6™) + 6" (6.12)

o 1 , [
o= [ @y =6+ [ by (6.13)

0 0
. OF L, :
es decir, 9o (¢™) = H(¢™). Observar que F' es una funcién estrictamente cre-
ciente C! tal que ;W(gzﬁm) > 1, por lo tanto
1

F(¢™) > F(0) =0, F(¢") > S [¢"| Yo" €R, (6.14)

esto es, F' es una funcién estrictamente convexa con crecimiento cuadratico (para
el caso particular de la funcién h(¢™) de la Seccién 5.4 podemos decir mas: F



6.1. Discretizacion del tiempo: formulacion variacional 85

tiene un crecimiento cudrtico).

Ademas sea G, el funcional dado por:

Am m m m
GTlu] == 5 /B{(C’m—)n')(gzﬁ —¢n)2+OT<T—Tn>2} dx—kAm/BF(qﬁ ) dx
+E/Divdf'V¢i+DeV¢e'V¢6+Am’77"'7"d$—/[f¢m+([f+[§)¢edﬂf
2 /s B

+ / qe¢®dS — A, / norr — 0r,¢o™ + Aot o™ d. (6.15)
o8B, B

Por otra parte, sean v := (v%,v¢,0") , w := (w’, w, w") dos vectores cualquiera en
HI(B) x HL(B) x £7(B), lamaremos () al funcional definido por:

1 . )
e(v) == 3 /BDinZ -Vv'+ D Vv© -V + Apyv” 0" de + Am/BF(vm) dx (6.16)

y g(v,w) a la forma bilineal dada por:

g(v,w) = / Dw™+ (I7 + 17w dx — / qw®dS
B oB

+ Am/ AMw™ 4+ " w" — GuTw™ dx. (6.17)
B

Consideremos ahora la integracién temporal del sistema de ecuaciones electro-
fisiologicas — en el intervalo de tiempo [0,7] usando una discretizacion
temporal Backward-Euler semi implicita de paso de tiempo 7 = % > 0, es decir
sea P, la particién uniforme del intervalo de tiempo [0, 7] en J subintervalos

PTZ:{0:t0<t1<"'<tj_1<tJ:T}, t, ;= nT, (618)

con esto reemplazaremos el problema continuo — por una sucesién de pro-
blemas discretos para cadan = 0, ..., J—1, cuya solucion w1 := (@l 1, %41, Tnt1)
proviene de una aproximaciéon de u(t) para t en el intervalo (t,,t,11].

Obtenemos las siguientes ecuaciones electrofisiolégicas semidiscretas para el
modelo de bidominio:

m _¢m )

Amcm% — div(DiV ) + Anh(¢0 1) — I (2, t1) = —Apbr,

1 — O’

Amcmf + diV(D6V¢fL+1) + Amh( :ln-i-l) + [§($> tn+1) = _Amerna

'n —Tn m
Cr% T YTng1 = Uﬁbn .



86 Capitulo 6. Aproximacion en tiempo continuo

Notar que estas ecuaciones discretas se diferencian de las expresadas en el Capitulo
[ donde la discretizacién temporal fue de Backward-Euler implicita. Usando la

definicién dada en (6.12)) tenemos:

A O PO i3 (D6}0) + AnH(61) — Ay — If = A,
AmcmM+dw(D Vi) + AnH(P0 ) — A, + 15 = — A, 0r,

T'n+1—Tn m
Cr% T VTp+1 = 77¢n .

(6.19)

Teorema 6.1. Sean G}, S y V las expresiones definidas anteriormente. Supon-
gamos, ademds que ug = (P, 95,70), un € S X V para todon = 0,...,J — 1
Y

1

~ > Yaue IF 15 € L2(B), ¢ € L*(08B,). (6.20)

17 7€

Entonces, la forma débil de las ecuaciones electrofisiologicas semidiscretas ,
dadas por

/ {AmCm@ni + D;V¢' -Vt + AL H(¢™n' — Iy’ — Ammmni} dx
B
—|—/Am<9rn77i dr =0
B
/{Amcm‘b T‘f’ n° — D,V¢ -V + A H(¢™)n° + ISn° — ApAd™n } dx
B

+/Am0rnnedx+/ q¢-n°dS =0
B 0B,

mT - § — Amndﬁf} dr =0

e

V(' 1%, €) € Ho(B) x Hy(B) x L7(B),
(6.21)

admite una unica solucion u,, determinada por el principio variacional

G [upi1] = min G} [ul.

ueSxy "

Demostracion. La forma débil de las ecuaciones electrofisiolégicas semidiscretas
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dada por (6.21)) la podemos expresar en sélo una ecuacién de la forma:

r—r,

Am/ Cm@nm — ™™ + C, Edx + / AnH(o™)n™ dx
B B

T

+/DiV¢i-Vn“rDchbe-Vne+Am7r-§dw—/ffnm+(ff+f§)nedw
B B

+/ q€~77€dS+Am/Hrnnm—mbffdxzo,
a8, B
V(n',n%,€) € Ho(B) x Hy(B) x L7(B).

Como —A¢™n™ = =A\(¢™ — ¢™)n™ — Ap™n™, obtenemos

Am
e / (G = AT = @)™ + Cr(r — )€ dw + / A H (9™ )" de
B B
+ / DN ¢" - V' + DN ¢ - Vn® + Apyr - Edr — / IEn™ + (IF + I*)n® dx
B B

+/ q¢-n°dS+ A, / Or,n™ —nen'é — Aoy'n™ dx = 0,
9B, B
V(' n°, &) € Ho(B) x Ho(B) x L7(B). (6.22)

Con la forma débil de las ecuaciones expresadas como en es mas sencillo
verificar que resolver equivale a minimizar G [u]. En efecto, gracias a la
convexidad estricta de cada integral que define GG,, y a que es Gateaux diferencia-
ble (la demostracién de estas dos afirmaciones es similar a lo ya demostrado en
bidominio para G,[®,r]), para encontrar la solucién del problema discreto basta
determinar para cada n el inico punto critico de G7,. O

La solucién u,(t) del problema discreto (6.21)), (6.9)-(6.11) corresponde a la

interpolacion lineal de {unﬂ};{;é en la particion P,, es decir:

(1) = (n +1- ;) iy + (; _ n) Uy SitE (nr,(n+ D7l (6.23)

La cual queda expresada vectorialmente

ur(t) = (ur(t), ug(t), r-(t))
= (1= U(t)) up + L(t)upy1 sit € (nT, (n+ 1)1, (6.24)
donde [ es una funcion lineal a trozos, pero discontinua, asociada a la particién
P,, definida por

I(t) == ; _nsite (nr (n+ 1)1 (6.25)
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El siguiente teorema muestra que la solucién u.(t) converge a una solucién
débil del problema (6.3)-(6.11) en la norma £>(0,T; £2(B)) y £2(0,T;H'(B)) v
débilmente en H' (0, T; L*(B)).(ver Definicion (2.19)).

Notacion. En adelante, abreviaremos el espacio funcional X (B) por X y el
espacio de Bochner Y (0,7"; X) por Y (X).

Denotaremos por E el error

E = méx) (Am /B(C’m — AT (™ () — ¢ (1)) + Co(r(t) — 7,(2))? dx) +

te(0,T

/0 / DLV ((t)— 4i(8))-V(61) — 61(1)) + DLV (6t)— 65(8)) -V (64(8) — 6(t))

[ [ A0 = 0)- 60 = ) d

Teorema 6.2 (Convergencia y estimacién uniforme del error). Sea u, la expre-
sion definida anteriormente, para cada T > 0. Entonces u, converge en L*(H'),

L>(L?) y débilmente en H(L?), cuando 7 — 0, a una solucién débil de (6.5)-
con la siguiente tasa de convergencia: existe C = C(G,T) tal que

1 . .
E<Cr (5 / DNy - Voo + DN - ¢ + Apyro - ro da + Am/ F(¢g") daz) :
B B

GG es una constante que depende de las constantes del modelo y sera definida
constructivamente durante la demostracion del teorema, la cual es presentada en
la siguiente seccion.

6.2. Convergencia y estimacion uniforme del error

Demostracién. (Teorema Consideremos {u,,1}7-% la solucién discreta del
problema introducido en la secciéon anterior. Ya denotamos por u., la inter-
polacién lineal de los valores discretos. Ademas denotaremos por u, la interpola-
cion constante a trozos definida por

Ur(t) == tUpq1 sit € (nr,(n+ 1)7]. (6.26)
y de manera vectorial por

U (t) = (GL(1), 95(1), 7= (2)).

Desigualdad variacional discreta. Segin lo demostrado en el Teorema [6.1
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para cadan =0...J — 1, u,.; es solucién de la ecuacion (6.22)), es decir

Am/((]m — A7) (M) nm+ C, (—r"“ _ T") Edx +/A H(gp' 1 )n™ dx
5 T T
+ / DN%H'V# + DNV, -V + Apyrngr-§dr —/Ifnm+ (L] +I2)n" dx
B B
" / 0t dS + Am/ Ora™ — némE — Mg dis = 0
9B, B

Y(n',n%, &) € Hy x Hy x L7. (6.27)

Tomando 7' = ¢}, —v')° = ¢f, —v°y £ = rppq — 0" en (6.27) para algin
v = (v}, v%,0") € Hy x Hy x L7 obtenemos

A / < ikt ) (Ppsr — V™) + Cr (M> (Tnp1 — ") dx
T T
/D V¢"+1 n T v)+D Vi1 V(b —0°) + Apyrngr (ragr —0") da
/A H(dp'y) (@ —v™) do — /B]z's( 1 — V") + (I + L) (4 — v°) dw

+/a q° (b 11— v°) dS:Am/ACbZ( w1 — V") AN (T —0") =Orp (o —v™) da.
B

By

Como F' es convexa, satisface la siguiente propiedad

F(opy) — F(0™) < H(gpha)(dpeg —0™). (6.28)

Ademas cualquier forma cuadratica satisface

(a — b)>. (6.29)
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Por lo tanto, aplicando (6.28) y (6.29)) a la ecuacién antes senalada se tiene,
n+1 ¢m Tn+1—Tn r
A [0 >( ) (0= 4 (2 ) =) do

+ 3 | D@ =) T i =)+ DV =) V(s = o) da
+ /BAmv(rnH — ") (rper — ") de + Am/BF( i) dx
+ % /lgDiVQS;Jrl . V¢;+1 + DNV, -V, + A yrng s Thp do
< % /B D;Vv' - V' + D,Vv© - Vb + Apyu” - 0" do + A, /B F(v™)dx
[ B =) 0 1) =) o= [ (G =) as

q

+ Am/ AQy (O — V™) + oy (rnga — V") = Ory(dy — 0™) da. (6.30)
B

Utilizando las definiciones (6.16)) y (6.17) en (6.30)) obtenemos la desigualdad

discreta con la que trabajaremos

A [ (=20 (BN (g = om) € (2 =)

1 ) .
+ 5 | D@ =) T i =)+ DV =) (s = 07) d

1
+ 3 / Am’)/(rn-i-l - ,Ur) : (rn-i-l - Ur) dx + 6(un-ﬁ—l) S 5(”) + g(umun-i-l - U)'
B

2
(6.31)
Estimaciones de estabilidad. Existe C' = C(G,T) constante tal que

J-1 o ro— o\ 2
{ / —AT)( “+1T ) +C, <—”“T ") dx

/Dv o ) V(s — B+ DoV — 65) - V(o — ) du

e

+ - 5 /K;Amv(rnﬂ Tn) * (Tpa1 — ) dx} +  sup e(umy1) < Ce(ug). (6.32)

0<m<J—1
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En efecto, tomando en (6.31) v = 0 tenemos:

Am/B\(Cm o AT) ( n+17_ QS )¢n+1 (@) rn+1 dm

1 . .
+§ / Div¢;+1'v¢;+1+Dev¢Z+1'v¢i+1+AmVTn+1'Tn+1 dx‘i‘g(un—H) < g(unaun+1)~
B
(6.33)

Utilizando la identidad ([6.29) y multiplicando por 27 obtenemos:
Am/(C’ — A7) (Pr)? + Cort Ly da — Am/(C’m — AT (@) + Cpr? dx
B B

LA, / (Co = ATY(Oy — O+ Colrnar — 1) + 27 / F(dns)

+27 / DQOSZH—l 'v¢;+1 +D€V¢761+1 'V¢Z+1 +Amfyrn+1 T+l dx S 27—g<una un-‘,—l)-
B
(6.34)

Consideremos ahora la identidad g(uy,, tni1) = g(Un, Un) + (U, Upy1 — uy) ¥ por

6.17)

9ty ) = / I3 (I3 1), do— / 60 dS+A,, / AT O de
B 0B,

B

9t 1) = / I3, = )4 (I3 12) (65— 65 i — /8 RRCARALE

+ A, / AGT 4 (81— ) + G (P — 1) — Bra (@3 — B7) da
B

Aplicando la desigualdad de Young a cada integral que define 27g(u,, u,) obte-
nemos las siguientes cota superiores

1 3T\ 1 [C,—AT
2T A )2 < — m _ m 27)2 (52
e [ Mo < g [ S entde g [ S anenyds
1 3762 1 [Cp—AT
2A m < 2 - m 2 2/( 1m)\2
T /97‘n¢ dx 2/—0 _)\Trnd:c+2/8—37 (27)* (o))" d
1 1L [C
21 A, ngbmrndx< (gzﬁm) de + = | —(27)%r; dx
2 2 B T
1 [ An(Ch — A7)
2 o™ < — —[2 _ mAem (9 2/ 1m\2
T/BZ¢ndx_2/BAm(Cm_mld:c+2/B 220 (or) () da
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Luego,
279(Un, ) < (27')21;1—m /(C’m — A7) (™) + Cpr? dx
T JB

AT 3N? 2 30> "
0 (cm_AT/B(%)d“m/rd“crfw) )
3T

+ /J;demr/(ff+1§)¢gd:c+27/ ¢ - 5 dS
24n(Cr — A7) Ji B o8,

De forma andloga podemos acotar 27¢(t,, t,11 — Uy)

1 3T\
A [ 26— o) do < 2mg [ (o

2
1 [Chn— AT, . "
+ 2T§L 37 ((ranrl - ¢n )2 dx

m m 1 3762
QTAm/BHTn( n+1_¢n)dx S 27’§/Bm7’721d$

1 1C,—\
+ 2T§ / 3—T(¢n+1 - Cbnm)Q dx
B T
2

1 1
QTAm/ NN (rps1 — ) dr < 27— / Ll (¢?)2 dx + 27—/ g(rnJrl — rn)Q dx
B 2 B C 2 T

T B

1 3T
2 | L(onti— o deZr—/—]de
/B ( +1 ¢ ) 2 BAm(C Y )
1/Am(C’m—)\7')
B

2=
+ 27 .

2 ( n+1 ¢m)

Entonces,

QTg(um Up41 — un) < Am/(c - /\T)( 41 (75?)2 + Cr<rn+1 - Tn>2 dx
B

AT 32 2 30> n* m
+ 27 5 (Cm—>\7'/3<¢n) dx+—cm_)\7_/r dx + r/l§(¢> )

37
2 I°% dx+4-2 IS+15)(g¢ ©Ydr+27 [ ¢° ) dS
+ T2Am(cm_)\7-)/8 7 T+ 7_/6( z_l_ e)( n+1 ¢ T+ 7—/8 5, n+1
(6.35)
Sea G tal que
\2 2 02
>3 3 (6.36)

= 2(Cn — AT 20, (Cor — A7)



6.2. Convergencia y estimacion uniforme del error

Por lo tanto,

279 (Un, Unt1) = G(Un, Un) 4 G(Un, Uns1 — Up)
< A, / — A7) (dn'q — ")+ Cp(rpp1 — ) do

+ (27’ + 2 + 72G2> A /(Cm — A7) (o) + Cor? dx
B

3r(21 + 1) 5 / /
I? 2 7+ I%)¢S 2
+2!m(0m—)\7')/5 Jdr + TB(l—l— D de 427 ¢ - @f,, dS

Ademas,

€

C e
I+ 1) s, do < B/I dx + / ¢ 1) dx,
fe o< g8 [ npars o o

usando la desigualdad de Poincaré (5.39))

Ce
< 2/2 /B(I )? dz + = /\v¢§+1| dz,

e e € 2
y como V¢, - DNV, | > e |V¢n+1‘

Ch 1
< B / (I + )2 dx + - / Ve, - DV, dr
2:“6 B 2 B

De igual manera por la desigualdad de Young

_ Cr / 2 He / 9
. ¢ 1€°dS + : ds
/azs’q ! o 24 Jos, 207 (Ph)

y por teorema de traza (5.40))

C _ e
T/ qudS—i—%/ Ve, | dr,
8B, B

2/ke
_ 1
/ ¢* dS + D) / Vo, 1 DN, dr.
8By B

IN

Cr
2/te

IN




94 Capitulo 6. Aproximacion en tiempo continuo

En consecuencia,

27—9(“717 Un+1) <A, /(Cm - )‘T)((b:znﬂ - ¢?)2 + Cr(rn—s-l - Tn)2 dx
B

2
+r (2 + % + TG2> A / (Cor = AP (@2 4+ Cor? d 4 — 72T ) / % dx
B B

24,,(Cp, — A7)
Cg 2 e e CT 2
+ 27 (I +I.)*de+71 | V¢, - D¢, dx + 271 g~ dS
2#6 B B 2:ue 0By

+ 7'/ Vi - DN, d.
B

Reemplazando en ((6.34))

A / (Coo = AT (@71 + Cot?y d — Ay, / (Coo = ATY(GI) + Cor? du
B B

+ 27’/ F(pnt1) + 27’/ Div¢;+1 : vquwrl + Am'YT?Hl dx
B B

2 2 1
<7 (2 + % + 702) Am/(cm L) 4 O 2T D) / 122 dy
B B

24,,(Cy, — A7)
Cx / > Cr / 2
+ 27 I, +1.)"dx + 271 q¢” dsSs. 6.37
2fte B( ) 2/te Jon, (6:57)
Definiendo

Yn = A, /(C’m — AT (™2 + CorZda y
B

[ 5 [ 1+ 1y Sy
I7%dx + 27 I+ 1.)"dx + 21 q¢” dS
2A,,(Cr — AT) J3 2/te B( ) 2/te Jon,

podemos reescribir (6.37]) como la siguiente desigualdad discreta:

B :=

2

G

Aplicando la version discreta del lema de Gronwall (Lema obtenemos

2 2
< nT(2+%+TG2> B nT(?—l—%—i—TGQ) 1
=€ O T @ e )
< 6T(2+%2+7G2>y0 . B 6T(2+%2+TG2) ),

T2+ % +7G?)
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tal que yo = A, /(C’m — A7) (og)? + Corf da.
B

Luego
O<Slili)] lym+1 < Coyo + Ch, (6.39)
2 2
donde Cj := 6T(2+%+TG2) y Ch = B eT<2+GT+TG2) — 1).

T2+ % +7G?)
Ahora si reemplazamos v = u,, en (6.31)) nos queda:

_/ et — )2 4 Cr(rpgr — 1) da
/DV bl — L) V(B — OL) + DV (¢ — 65) - V(9o — ¢F) da

+ 5 5 / Ay (Tng1 = Tn) - (Tng1 — 1) d2 4 €(tng1) < e(un) + g(Un, Ung1 — Un)
B

y sumando desden=1am < J —1
@ Am m\2 2
Z - (C = AT)(Pnr — 90"+ Crrnga —1rp)” da

/Dv = 00+ TGy = 6) + DV (G — 62) - (501 — 65 d

+§ / Apy(Tps1 — ) - (Tpg1 — 1) dx}—l—a(umH) < a(u(])—l—z (U, Up1—Uyp,).
B

n=0

(6.40)
Por lo ya hecho en (6.35]) y la definicién de G dada en ((6.36]) tenemos

A,
Gt = ) £ 5 [ (Cor = AT = 01+ Colrn = 1o
B

T

AT " 37 2
22276 f(cna) [@ran e, [ad s o T [P
T / (I3 4+ 1) (0%0y — 60) du + / (6 — ) dS (6.41)
B

0B,

Ademas, al igual que anteriormente, aplicando la desigualdad de Young, la de-
sigualdad de Poincaré ((5.39) y el teorema de trazas (5.40))

e

2
0’3/(12» + 1) dx
Ke JB

1
+ 5| V0= 0DV - ) e (6.42)

/B (I3 + I2) (650 — 65) der <
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_ 2C _
/ q° - (Pry1— @) dS < T/ ¢¢* dS
0B, He Jos,

41 [ V6= 60 DI (s — R e (643
B

Con esto acotamos ((6.40) de la siguiente manera

i{“‘—’” [ (€= X (@1 = 0 4 ol = ) da

n=0 T B
1 , .
+§/DV( n+1 — ) V(i1 — &) + DeV (00 — ¢y) - V(b — 07) d
B
1

T3

/Amv(rnﬂ —1n)  (Ppg1 — 7Tn) dx} + &(Um1)
B

m Am
< e<u0>+Z§ | (Con =AY (05 = 90 + Gl = o) da
n=0

m

Zyn_’_iZ/Bv n+1 ( n+1 ¢e)

e

2C 2Cr _
+ I3 do + B/Ii—l—le2dm—|— / e*dS
Z{QA Co — AT) /B Je 3< ) He azsqq

(6.44)

entonces tomando m = J — 1 obtenemos

<

1
{@ [ (=20 (= 62+ ol — )

Il
=)

n

/Dv o ) V(s — B+ DoV — 65) - V(o — ) du
o J-1

G
b4 [ At =) (ass = ra) e b+ e) < () + T Y0+ D,
4 /g 2 o

con

3T / 9 2057 / 9 207J / Y
D = I*de + —— [ (I; + 1.)"dx + q°~dSs.
2Am(0m — )\7—) B He B( ) He 0By
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Luego, por una parte

J-1

Z { / — A7) (szlﬂ - <Z5:Ln)2 + Cr(Tpy1 — rn)Q dx

/Dv o L) V(e — B+ DV(6hy — 65) - V(6 — 65 da
J—1

+ = / Ap (1 —rn) - (Ppgr — o) de p < 2e(ug) + G27'Zyn +2D,
2 B n=0

ocupando (|6.39)

S 2€(U0) + G2T(O()y0 + Cl) +2D.

(6.45)
Y por otra parte
G*1 &
e(Uumyi1) < elug) + 5 Zyn + D, para todo m entre 0y J — 1,
n=0
entonces por (6.39),
G*T
sup  e(umy1) < e(ug) + T<Coy0 +Cy)+ D. (6.46)
0<m<J—1

Por lo tanto concluimos ([6.32)).

Una version continua de la desigualdad wvariacional discreta. La
interpolacion lineal a trozos satisface

An [ (€= X0 G070 = 0m) + 0

/DV 0r(t) = v') - V(op(t) = ') + DV(91(t) — v°) - V(91 (t) — v°) dar

+ 5 /BAmv(rT@) = 0") - (72 (8) = ") d + (ur (1)

2
< (0) + (1) — 710 S (0), ur (1) — ) + R (1), (647

t)(r (t) —v") dx

donde
R.(t) == (1 =1) (e(un) — (tns1) + g(tn; Unt1 — Un)),
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/Dvw (1) V(1) — 6(0)
+;/aﬁw@—ﬁ@»W¢@—¢@Mx
TJB
+ % /B Apy(re(t) = Try) - (17(t) — Trr)) dx} dt < Ce(ug). (6.48)

En efecto, para verificar ((6.47)) escribimos el valor discreto de todos los términos
para t € (t,,t,11), observar que

duT Unp4+1 — Unp
t) = ———
)

para t € (t,,tni1) (6.49)

ur(t) —v =01 =Dup + lgrr —v = (Upy1 —v) — (1 = ) (Upr1 — Un)-

Entonces tenemos
m o, dr, ,
A [ (@ = 20) @0 = ™) + €GO oo l0) = o) d

:Am/B(Cm—)\T)< et O d’m)( o)+ G <@) (Fapr — ") dz
(-

T

¢m

A [ (Con = A7)0 = 672+ Colras =) d (6.50)
B
y debido a la convexidad de cada término que define al error € (|6.16))

e(ur)

e((1 = Duy + lupiq)
(1= De(un) + le(unia)
e(untr) + (1 = D)(e(un) = e(unsr)). (6.51)

IA

Ademas

) — dur
glu Tl—rytr =
)

Lt
g ((1 — Dty + gy — 7 (M) (1= D + ltpyr — v)

T

9(Un, (tng1 = v) = (L = ) (unt1 — un))
G(tny (U1 =) = (L= 1) g(tn, Upt1 — up). (6.52)
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Usando (6.31)), (6.50), (6.51)) y (6.52))

dgy dr,

m m r 1 = T\ (= T
Am/B(C’m—)\T) s (gt —v™)+C, o (rp—v )dx—i—Q/BAmW(TT v")-(7r—v") dx

+ % / DV (¢: — ") - V(¢L — ") + DV (¢¢ — v°) - V(08 — v®) dx + £(u,)
B
du

at v) T

<e(v)+g(u—7l

Am/(Om_/\7'>(¢?+1_¢21)2+OT(T71+1_7’71)2 dx,
B

lo cual prueba (6.47)). Ademés (6.48) se sigue directamente de (6.32)) y (6.49).

Una estimacion para el resto.

T
/ R (1)) < Coe(ug)r- (6.53)
0
Primero que todo, como u,,4+; minimiza G}, tenemos

G lunia] < G lun],

en vista de (6.15)),(6.16]) y (6.17) lo anterior equivale a

Am m m
o B(Cm — A7)( i1 — Pn )2 + Cp(rng1 — Tn)z dz + (tny1) — g(Un, Uny1)
S 5(un> - Q(Um un)
luego

e(tung1) = G(tn, Uns1) < e(y) — g(tn, up)

por lo tanto R,(t) > 0. Ademas

/0 R-(t) dt = /0 (1= 1) (e(un) = (tnt1) + g(tn, Uniy — un)) di
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usando (6.41)), (6.42), (6.43) v (6.49))

J-1
g(una Up+1 — Un)

n=0
Il

<35 [ (o= A6y = ) 4 Colrns = ) d
n=0 T JB
1 . G1
ZZ/V w1 — ) - DeV (71 ¢n)dl’+TZyn+D

n=0

G*T G?*T
< e(ug) + —(Coyo +C)+D+ —(Coyo +Ch1)+ D,

entonces

/T RT(t) dt S % (é(UO) + 5(’LLO) + G2T<Coy0 + Ol) + 2D)
< CQ&T(’U,O)T.

Una estimacion tipo Gronwall para el error. Siu,, p > 0, es la solucién
discreta asociada con la particion P,, tenemos

sup (A [ (€= ATE0) — OF + Clrle) = (0

t€[0,T)
b [ ] D6~ ) W6k - 60) 4 DV~ ) Vs - o)
+/ /Amy(n —r,) - (rr —r,)dedt < C(1+ p)e(ug). (6.54)
o JB

Sean l,, [, las funciones de interpolacién correspondiente a P., P,. Eligiendo
v = u,(t) en (6.47) vy v := u,(t) en la desigualdad analoga escrita para u,,
obtenemos:

A, /B (Con = X0 07— )+ €T vy — 1)

%/BDiV(qﬁ—qﬁi,)-V(gbi—qbi)%—DeV(qﬁi—gbf,)-V(qu.—qbf;)thmv(rT—Tp)-(TT—Tp) dx

du,
+e(uy) <e(u,) + g(u, — Tle—ut,uT —u,)+ R, (6.55)
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e d
Ao [(Co =200 L 0 = 07) 4 O 1, = ) ot

%/BDN(%—WT)-V(¢;—¢i)+DeV(¢;_¢§_).v(¢;_¢f_)+Amv(m—rT)-(r,,—rT) dz

T =(uy) < £(utr) + glup — ply

Pt —ur) +R,, (6.56)

Sumando (6.55]) con ((6.56|) obtenemos

d
g (Am /B(Cm — M) (P — @) + Co(rr —1,)? drlr)

+3 | DV, = 6)- T, — )+ DLV — 45) - V(G — ) da
- %/BDN(&Z — 61) - V(G — 6L) + DG, — ¢°) - V(5 — ¢°) da
+ %/BAmv(fT — 1) (Fr —1,) + Ay (7, —1,) - (Fp — 17) da

< 29y — upyy — u,) — 2g(r, % y — 1, + gg(plp%7 v —w)

¢ (o7 = ¢p) da. (6.57)

+2R; + 2R, + Ap (T — p)
B

Un sencillo calculo muestra que

(0= B+ (7= 0 = (6= B + (a =) +2( — a)(8 =)
> (6 - B)*.
Aplicando esta desigualdad a obtenemos,
d
% (An [ = rnter =+ s = o)
+%L&W@—%%W@—W+Qﬁ@—%%Wﬁ—%Mm

1
+ = / Apy(ry —1p) - (rp —1,) dx
2/

d d
< 2g(ur — Up, Uy — Up) — 2g(7’lT%, ur —up,) + 29(pl, ch’uT —u,) + 2R, + 2R,
¢m m m
+ AT = p) (gb —¢)') dx. (6.58)

B
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Replicando el argumento realizado para obtener la desigualdad variacional discreta
acotaremos la desigualdad antes senalada. Segun la definicién dada para g en
(6.17) y aplicando la desigualdad de Young obtenemos:

2 (1, 4y —t1y) = 2 /B I3 (67— ™)+ (I I2) (65— ) di—2 /a ;) d

124, / — Y — ) (@ — ) (s — 1) — Oy — 1) (67 — ) dx

Acotando cada parte se tiene:

m m m m Am 12)\2 m m
24, [ Mom—opyer —opyde < 5 | (o — o
m m_)\
+—/TT(¢T—¢Z‘)2d:v
o 1262
24, /3( r)(g7 ¢)dm<—/ e rp)Qda;

+ —/ — @) da
24,, /B noT — &)

d
1 12
2A,, | IF(o" — o7 ) dr < = —ISQd
[rer - s [

i fen

1/Am(C’m—)\T)
+_ PR
2 /s 3

SCB s 5\2
P+ I2)*d
el LR
1 (& (& e (&
+3 | V6 =6 DV ) da
[ aas g [ V(e -6 DV - ép)da
oB B

(¢ — &))* d

2 [ (07 + 1905 - ¢5) da <

8C,

e

2 [ o - gp)ds <
oB
luego en vista de la definiciéon de G
Am
29(“7’ — Up, Ur — up) < 7 /(Cm - AT>(¢T - ¢;n)2 + CT(TT - TP)Q dx
B
194,67 / (Co = ATY(@™ — 67 + Cory — 1) da
B

44 [ V-6 DV - g+ D (659)
B
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donde

3 2C5 _ 2C%
D’::4{ /I;der / ¢“*dS + B/I;+I§2dx},
24, (C = A7) J3 He JoB He B( )

Realizando el mismo procedimiento obtenemos:

29(r1, e — ) < 52 [ (O ADOT = 670+ Culrr =1,
dt 2 /s p
dgm™\ 2 dr;\?
2A 2 _ T T
+2A4A,,G /B(Cm AT) (TZT 7 ) +C, <7'l7- o ) dx
1 ,
#1966 ) DV - ot D (6.60)
y
A
29(0%%, Ur —upy) < Tm /(Cm — A7) (T — QSZI)Q + Cy(r, — rp)2 dx
B
dom\ 2 dr,\ >
2 _ _rp _r
+2A,,G /B(C’m AT) <plp pn ) +C, (plp dt) dx
1 (& e (4 (4 !
vy /B V(65— 65) - DoVI(65 — %) dir 1 . (6.61)
Ademas
dom
AnA(T = p) | — (97 = ¢)) da
B
dom?
< Am / N (1 —p)2(Cy — )\7)& dx + Am /(Cm — A7) (o™ — ¢™)? dx.
2 /s dt 2 /i ’

(6.62)

Sustituyendo (6.59)-(6.62)) en (6.58) nos queda

d
% (an [ = a2+ = o)

1 . ) . .

+ /E DV (¢, = ¢,) - V(¢ — ) + DV (97 — 8)) - V(6] — ) de
1

+ 1 /BAmV(TT —1,) (rr —1,)dx

<214 G [ (€= AT = 67+ Colrs =1, d
B

m2 2
+2G*T* A, /(C’m — )\T)d(bT + Cr%

dr +3D"+ 2R, + 2R
. i 7 T+ + + 2K

2 2 2 d(;ﬁ;”z

2 2
+ <2G2p2+)\—T—A27p+>\p )Am/(Cm—)\T)— +C% dx.
B

2 2 dt " dt
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Por una parte:

d m m\ 2 2
dt (Am /B (Con = AT)@T = ¢5")" + Cr(rr = 1) dx)

(14 G A, / (Con = ATNDT = 6% + Colry — 1) do
B

dgm? d
< 2G272A,, / (C— Ar) 2% dr,” dr + 3D + 2R, + 2R,
5 dt Tdt
\272 A2 p? ¢m2 dr,?
022 4 AT 2 AP\ 4 _ p '
+(Gp+2 AT“Q)’”/B(C )\T)dt +Cdtd

Aplicando el lema de Gronwall, (6.48)) y (6.53))

sup (Am /B (Con = AP (1) — SO + Colrat) — 1y (1))’ dx)

telo, T

T m 2
S 62(1+G2)T/ {2G27-2Am / (Cm - )\T) d¢T dTT + 27?,7- + 2RP
; 5 i U a

272 222 m 2 dr 2
+ (26202 + 2 — Nrp 4 2L Am/(Cm—)\ V00 0 I g
2 2 B dt

dt
< C(1 4+ p)e(up). (6.63)

Por otra parte:

: / D6, — 6}) - V(6 — ) + DV (5 — &) - V(6 — 67) da

1
+ - / Apy(re —1p) - (ry — 1)) dx
4 B
dr,?

dopm?
¢T +O

D +2 2
7 dd:v—l—?) +2R, + 2R,

< 2G*T2A,, /(C’m — A7)
B

A2r2 \2p? ¢m2 dr,?
2 2 2 B arp
+(2Gp +—2 NTp + 5 )Am/B(C’m AT )_dt + C, o dz,
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integrando en t € [0,7] y aplicando ((6.48)) y (6.53))

1 T i (] i i e . . .
Z/O /BDZV(¢T - ¢p) . V<¢—r - ¢p) + Dev(¢7 — ¢p) . V(¢T _ ¢p) dr dt

1 T
L [ttt
4 0 B

T d m 2 d 7-
< / {2G2¢2Am / (Cpy — AT) o7 T gy + 3D + 2R, + 2R,
0 5 dt "dt

A\272 222 dom? dr 2
+ (2G2p2+TT—)\QTp+ 2’) )Am/(cm—m) % o g\
B

< C(7+p)e(u )- (6.64)
Por lo tanto de (6.63)) y (6.64)) concluimos ((6.54)).

Sea ahora {7;} cualquier sucesién que tiende a cero. (6.45) nos muestra que
la correspondiente sucesién de soluciones u. estd acotada en L2(H') y H'(L?).

Por lo tanto podemos extraer una subsucesion que converge débilmente en estos

espacios (ver p.ej. [4]). Pasando al limite en (6.54)) concluimos que dicho limite no
depende de la sucesién {7;} considerada ni de la subsucesién extraida, es decir, u,
converge débilmente a una funcién u es S x V en L2(H') y H'(L?) cuando 7 — 0.

Tomando ahora el limite cuando p — 0 en (6.54)) obtenemos la estimacion

sup (4, / (Co = X0 (0) = G20 + Clrlt) = () o

t€[0,T]

/ | pvi - vie o+ [ ' | v =) Vi = o) da

+ /OT/BAM(T — )+ (r— 1) dedt < Cre(ug).

En particular, vemos que u, — u en la topologia fuerte de L2(H') y L=(L?).

Reescribiendo COmo
/ AmnCrm (b 0N+ DiVeL -+ ApH(¢m)n' — Iy’ — ApAgn' + Anbryn’ de =0

dor - _ _
/ 515 Dev¢f_ ) vne + AmH(ﬁb?”)ne + ],f ‘- Am)\ﬁf)?"”ﬁe + Am‘grnne dx

+/ qc-n°dS =0
0B,

dr-
/Amc i f"’Am'}/TT S Amn¢m€dx_0 V(U 77 5)6/71-[0><7-[0><‘C’y
B
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e integrando en el tiempo

/ /A H(dm — Ay Gy 3 +DV¢Z 0 — It — Ap\émn du dt

+/ /Amﬁrnni dxdt =0
0o JB

T
B d - B
/ 4%%@%“AwMﬁ£—DN¢WW+Eem%WM%Mt
0

T T
+/ /Amﬁrnnedxdt+/ / q¢-n°dSdt =0
0B,

/l/Twnf AnCrre e — Andede = 0
V(' n®,€) € L2 (Hg) N HI (L) x L2(Hg) NHI(L?Y) x HY(LY),

luego tomando el limite 7 — 0 vemos que

T ) d i
/ / AmH(¢m)?72 - Amcmqﬁm dz
0 B

T
—i—/ /Amernni drdt =0
o JB
T

d

/ / AmH(¢m)7f - Amcm¢m CZ

o JB
T T

—i—/ /Amernnedxdt—i-/ / q°-n°dSdt =0

OB,

/ / T & — AnCor é—Amngb;”fdxdt:O
V(' 0, €) € L2(Hg) NHI (L) x L2(Hg) NH' (L) x H' (L),

V' — Iyt — A ™' dx dt

— DNV -V + Iin° — A, " n dx dt

esto es, u es una solucién débil de ([6.3))-(6.11]), lo que finaliza la demostracién. [
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